1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 25.02.2003

þÁÓÔØ 1. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(V; K) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ V → K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ Ë V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V^∗. åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ V .

ðÕÓÔØ f : U → V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ ¸ ∈ V^∗ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ¸ ∘ f ∈ U^∗ (ÔÏ ÅÓÔØ (¸ ∘ f)(u) = ¸(f(u))) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^∗ → U^∗, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^∗ (ÉÌÉ f^T ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ) Ë f.

ìÅÍÍÁ 1.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → V^∗, f → f^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Vect_K → Vect_K .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ f^∗ | ÌÉÎÅÊÎÏ: f^∗(¸ +˘¸^′) = (¸ +˘¸^′)∘f = ¸ ∘f +˘¸^′ ∘f = f^∗(¸)+˘f^∗(¸^′). äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f = Id_V , ÔÏ f^∗(¸) = ¸ ∘ f = ¸ ∘ Id_V = ¸, ÐÏÜÔÏÍÕ f^∗ = Id_V ∗ . îÁËÏÎÅÃ, (g ∘ f)^∗(¸) = ¸ ∘ (g ∘ f) = (¸ ∘ g) ∘ f = g^∗(¸) ∘ f = f^∗(g^∗(¸)) = (f^∗ ∘ g^∗)(¸).

ìÅÍÍÁ 1.3. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ (ÆÕÎËÔÏÒÉ- ÁÌØÎÙÅ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (V_1 ⊕ V_2)^∗ ∼= V^∗_1 ⊕ V^∗_2 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ¸ ∈ (V_1 ⊕V_2)^∗, ÔÏ ¸_{|V1} ∈ V^∗_1 É ¸_{|V2} ∈ V^∗_2 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V_1 ⊕V_2)^∗ → V^∗_1 ⊕V^∗_2 , ¸ → (¸_{|V1} ; ¸_{|V2} ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ É ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ v ∈ V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ f(v) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ f ∈ V^∗. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ f. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ = Œ_V : V → V^{∗∗}. éÍÅÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (Œ_V (v))(¸) = ¸(v), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Œ_V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 1.4. îÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ_V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Id → ∗∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f^{∗∗} ∘Œ_U = Œ_V ∘f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : U → V . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ u ∈ U É ¸ ∈ V^∗. ôÏÇÄÁ ((Œ_V ∘ f)(u))(¸) = (Œ_V (f(u)))(¸) = ¸(f(u)) É ((f^{∗∗} ∘ Œ_U )(u))(¸) = (f^{∗∗}(Œ_U (u)))(¸) = (Œ_U (u) ∘ f^∗)(¸) = Œ_U (u)(f^∗ (¸)) = Œ_U (u)(¸ ∘ f) = (¸ ∘ f)(u) = ¸(f(u)):

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ_V (v) = 0, ÔÏ 0 = (Œ_V (v))(¸) = ¸(v) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ V^∗, ÚÎÁÞÉÔ v = 0. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ { e_i } Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ¸^i ∈ V^∗ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ¸^i(e_j) = ffi^i_j . ìÅÍÍÁ 1.5. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ¸^i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Á ÅÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ¸^i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ∑ ˘_i¸^i = 0, ÔÏ 0 = ( ∑ ˘_i¸^i)(e_j ) = ˘_j ÐÒÉ ŒÓÅÈ j. åÓÌÉ dim V ¡ ∞, ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ¸ ∈ V^∗ É v = ∑ x^j e_j ÉÍÅÅÍ ¸(v) = ¸( ∑ x^je_j ) = ∑ ¸(e_j )x^j = ∑ ¸(e_j )¸^j(v), ÚÎÁÞÉÔ ¸ = ∑ ¸(e_j )¸^j . ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÁ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ¸ ÐÏ ¸^j ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. âÁÚÉÒ { ¸^i } ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÂÁÚÉÓÕ { e_i } Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.6. åÓÌÉ dim V ¡ ∞, ÔÏ V^∗ ∼= V (ÎÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.7. åÓÌÉ dim V ¡ ∞, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ_V : V → V^{∗∗} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Œ_V ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ dim V^{∗∗} = dim V^∗ = dim V . úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.8. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ: ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, V | ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗ ÕÖÅ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÉ V^∗, ÎÉ, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, V^{∗∗} ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ V .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.9. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÁŒÔÏÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ Vect^{fd}_K ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. 1

þÁÓÔØ 2. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ U , V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U × V → W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ K-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(u + ˘u^′; v) = f(u; v) + ˘f(u^′; v), f(u; v + ˘v^′) = f(u; v) + ˘f(u; v^′) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ôÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ K-ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ U × V → W .

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÑŒÎÏ. ðÕÓÔØ M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (u; v), u ∈ U , v ∈ V . ðÕÓÔØ N | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ (u + ˘u^′; v) − (u; v) − ˘(u^′; v), (u; v + ˘v^′) − (u; v) − ˘(u; v^′). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_0 : U × V → M=N | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ U × V → M É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ M → M=N . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_0 ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ N . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ. ðÕÓÔØ f : U × V → W | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~Œ : M → W ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ~Œ(u; v) = f(u; v). ôÏÇÄÁ ~Œ(N ) = 0 Œ ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ f. ðÏÜÔÏÍÕ ~Œ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M=N , ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : M=N → W . ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ∘ f_0 = f, É ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÁËÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (ÔÁË ËÁË M=N ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ U × V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f_0).

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U ⊗ V . åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ. ïÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (u; v) ∈ U × V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ U × V → U ⊗ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ u ⊗ v É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ U ⊗ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Œ ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U × V → U ⊗ V ÉÍÅÅÍ (u + ˘u^′) ⊗ v = u ⊗ v + ˘u^′ ⊗ v, u ⊗ (v + ˘v^′) = u ⊗ v + ˘u ⊗ v^′.

ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ { u_i } | ÂÁÚÉÓ Œ U , Á { v_j } | ÂÁÚÉÓ Œ V , ÔÏ { u_i ⊗ v_j } | ÂÁÚÉÓ Œ U ⊗ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÅÓÌÉ u = ∑ x^iu_i, v = ∑ y^j v_j , ÔÏ u ⊗ v = ( ∑ x^iu_i) ⊗ ( ∑ y^j v_j ) = ∑ x^iy^j u_i ⊗ v_j, ÚÎÁÞÉÔ ŒÓÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ É ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅ) ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÏŒ u_i ⊗ v_j . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ∑ a^{ij}u_i ⊗ v_j = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{pq} : U × V → K, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f^{pq} ( ∑ x^iu_i; ∑ y^j v_j ) = x^py^q . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f^{pq} ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ^{pq} : U ⊗ V → K. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ^{pq}(u_i ⊗ v_j ) = f^{pq} (u_i; v_j) = ffi^p_i ffi^q_j , ÐÏÜÔÏÍÕ a^{pq} = Œ^{pq}( ∑ a^{ij}u_i ⊗ v_j ) = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. dim(U ⊗ V ) = (dim U )(dim V ).

ðÕÓÔØ f : U → U^′ É g : V → V^′ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U × V → U^′ ⊗ V^′, (u; v) → f(u) ⊗ f(v) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ⊗ g : U ⊗ V → U^′ ⊗ V^′, ÐÒÉÞÅÍ (f ⊗ g)(u ⊗ v) = f(u) ⊗ g(v).

ìÅÍÍÁ 2.5. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (U_1 ⊕ U_2) ⊗ V ∼= (U_1 ⊗ V ) ⊕ (U_2 ⊗ V ), É U ⊗ (V_1 ⊕ V_2) ∼= (U ⊗ V_1) ⊕ (U ⊗ V_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (U_1 ⊕U_2)×V → (U_1 ⊗V )⊕(U_2 ⊗V ), ((u_1 ⊕u_2); v) → (u_1 ⊗v)⊕(u_2 ⊗v) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (U_1 ⊕ U_2) ⊗ V → (U_1 ⊗ V ) ⊕ (U_2 ⊗ V ), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

þÁÓÔØ 3. ôÅÎÚÏÒÙ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ

ìÅÍÍÁ 3.1. åÓÌÉ U | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ Hom(U; V ) ∼= U^∗ ⊗ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ¸ ∈ U^∗, v ∈ V ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U → V , u → ¸(u)v | ÌÉÎÅÊÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ¸ ⊗ v. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U^∗ × V → Hom(U; V ), (¸; v) → ¸ ⊗ v | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U^∗ ⊗ V → Hom(U; V ). œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓÙ { u_i } É { v_j } Œ U É V . åÓÌÉ U ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ { ¸^i } Œ U^∗. ôÏÇÄÁ { ¸^i ⊗ v_j } | ÂÁÚÉÓ Œ U^∗ ⊗ V . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ∑ a^j_i ¸^i ⊗ v_j ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(u_i) = a^j_i v_j . ðÏÜÔÏÍÕ f = 0 ŒÌÅÞÅÔ a^j_i = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, j, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : U → V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(e_i) = a^j_i v_j. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a^j_i ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ f = ∑ a^j_i ¸^i ⊗ v_j, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. éÍÅÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(U; Hom(V; W )) ∼= Hom(U ⊗ V; W ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÓÑËÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : U → Hom(V; W ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U ×V → W , (u; v) → f(u)(v). ïÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —f : U ⊗ V → W , ÐÒÉÞÅÍ —f (u ⊗ v) = f(u)(v). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f → —f ÌÉÎÅÊÎÏ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ g : U ⊗ V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ u ∈ U ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g_u(v) = g(u ⊗ v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ V → W . óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ŒÓÑËÏÍÕ u ∈ U ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g_u ∈ Hom(V; W ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ^g : U → Hom(V; W ), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f → —f É g → ^g ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ É ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍÉ.

þÁÓÔØ 4. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á U , V , W , : : : | A-ÍÏÄÕÌÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ V^∗ ËÁË Hom_A(V; A). åÓÌÉ V | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ V^∗ | ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ (ÓÔÒÕËÔÕÒÁ A-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ V^∗ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ (¸a)(v) = ¸(v)a), Á ÅÓÌÉ V | ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ V^∗ | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ((a¸)(v) := a¸(v)).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f^∗. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ìÅÍÍÁ 4.1. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ A-Mod → Mod-A É Mod-A → A-Mod.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÌÅÍÍ 1.2 É 1.3.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ : Id → ∗∗ (ÓÍ. 1.4), ÏÄÎÁËÏ ÏÎ ÕÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ | ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 1.5 ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÎÏ ÕÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ. á ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.6 ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1.7, ÔÏ ÔÕÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÁËÁÑ. A-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ V → V^{∗∗} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÅÎ, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.9 ÔÏÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÏÄÎÁËÏ ÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÉÎÏÊ ÓÍÙÓÌ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ŒÅÒÎÙÍ, ÎÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÔÏÒÏÎÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ËÏÌØÃÏ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. ôÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ U É V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ U × V → W . ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A-ÍÏÄÕÌÅÊ U É V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U ⊗_A V . óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ É ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ A-ÍÏÄÕÌÉ U É V ÓŒÏÂÏÄÎÙ, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 2.3 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ U ⊗_A V ÓŒÏÂÏÄÅÎ, Á ÅÇÏ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÒÁÎÇÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ U É V . îÁËÏÎÅÃ, ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 3.2 ŒÙ- ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A, Á ÌÅÍÍÁ 3.1 | ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ U | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.

þÁÓÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÅ!).

ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ B, Á U É V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ B-ÍÏÄÕÌÉ. ôÏÇÄÁ U ⊗_B V ∼= U ⊗_A V =⟨ub ⊗ v − u ⊗ bv⟩_{u∈U;v∈V;b∈B} ÇÄÅ ⟨: : : ⟩ | ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.3. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ B | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÁŒÏÇÏ B-ÍÏÄÕÌÑ U ÎÁ ÌÅŒÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ V Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ (ŒÚÑŒ A = Z). ïÄÎÁËÏ, ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ B-ÍÏÄÕÌÅÍ, Á ÂÕÄÅÔ ÌÉÛØ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÌÅÍÍÁ 3.1 ÐÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ U É V | ÌÅŒÙÅ B-ÍÏÄÕÌÉ, ÐÒÉÞÅÍ U | ÓŒÏÂÏÄÅÎ.