1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 4 04.03.2003

þÁÓÔØ 1. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

ðÕÓÔØ U É V | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ U × V | ÜÔÏ K-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : U × V → K, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ g(u + ˘u^′; v) = g(u; v) + ˘g(u^′; v), g(u; v + ˘v^′) = g(u; v) + ˘g(u; v^′) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ K.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. ⟨x; y⟩ = ∑ x_iy_i | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ K^n × K^n.

2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev : V^∗ × V → K, ev(¸; v) = ¸(v) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (A; B) → Tr(AB) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Mat_{n;m}(K) × Mat_{m;n}(K) → K. 4. (f; g) →

∫_1 0 f(x)g(x)dx | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ R[x] × R[x] → R.

5. !(x; y) =

∑_n

i=1(x_{2i}y_{2i+1} − x_{2i+1}y_{2i}) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ K^{2n} × K^{2n} → K.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ŒÓÑËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅÍ U ⊗ V → K, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (U ⊗ V )^∗.

ðÕÓÔØ { u_i } | ÂÁÚÉÓ Œ U , Á { v_j } | ÂÁÚÉÓ Œ V . íÁÔÒÉÃÁ G = (g_{ij}), g_{ij} := g(u_i; v_j) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÏŒ { u_i } É { v_j }. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ: g(X; Y ) = g( ∑ x_iu_i; ∑ y_j v_j) = ∑ g(u_i; v_j)x_iy_j = ∑ g_{ij}x_iy_j = X^T GY .

ìÅÍÍÁ 1.3. ðÕÓÔØ { u^′_i } É { v^′_j } | ÎÏŒÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ A É B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g Œ ÎÏŒÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÒÁŒÎÁ G^′ = A^T GB.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: g(u^′_i; v^′_j) = g( ∑ a_{pi}u_p; ∑ b_{qj}v_q ) = ∑ a_{pi}g_{pq}b_{qj}.

ìÅÍÍÁ 1.4. éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Hom(U ⊗ V; K) ∼= Hom(U; V^∗) ∼= Hom(V; U^∗).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÆÏÒÍÅ g : U × V → K ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_L : V → U^∗ É g_R : U → V^∗, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (g_L(v))(u) = g(u; v), (g_R(u))(v) = g(u; v). üÔÉ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ËÁË ÐÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_L : V → U^∗ É g_R : U → V^∗, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ g, ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÆÏÒÍÙ g. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÅŒÏÊ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ g_L : V → U^∗, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ { v_i } Œ V É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ { u^i } Œ U^∗ (ÅÓÌÉ dim U ¡ ∞), É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÒÁŒÏÊ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ g_R : U → V^∗, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ { u_i } Œ V É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ { v^i } Œ V^∗ (ÅÓÌÉ dim V ¡ ∞).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ìÅŒÙÍ ÑÄÒÏÍ ÆÏÒÍÙ g : U ⊗ V → K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ^⊥V := { u ∈ U | ∀v ∈ V g(u; v) = 0 }. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÁŒÙÍ ÑÄÒÏÍ ÆÏÒÍÙ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ U^⊥ := { v ∈ V | ∀u ∈ U g(u; v) = 0 }. æÏÒÍÁ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ^⊥V = U^⊥ = 0.

ìÅÍÍÁ 1.6. éÍÅÅÍ^⊥V = Ker g_R, U^⊥ = Ker g_L.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.7. åÓÌÉ g : U ⊗ V → K | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, É ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U , V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ dim U = dim V É ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÏÒÍÙ g ÚÁÄÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ U ∼= V^∗, V ∼= U^∗.

äÏËÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, dim U ¡ ∞. ôÁË ËÁË U^⊥ = 0, ÔÏ g_L : V → U^∗ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ dim V ⩽ dim U^∗ = dim U . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim V ¡ ∞. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ^⊥V = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g_R : U → V^∗ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ dim U ⩽ dim V^∗ = dim V . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dim U = dim V ¡ ∞, É ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÂÕÄÕÞÉ ŒÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÏÂÑÚÁÎÙ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.8. åÓÌÉ dim U; dim V ¡ ∞, ÔÏ ÆÏÒÍÁ g ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ⇐⇒ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÁ. 1

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.9. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ: Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1.2.4 ÆÏÒÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ dim(R[x])^∗ ¿ dim R[x].

ìÅÍÍÁ 1.10. œÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÁ g : U ⊗ V → K ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ —g : (U=^⊥V ) ⊗ (V =U^⊥) → K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÑÓÎÏ, ÞÔÏ g(u; v) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë u ÐÒÉÂÁŒÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ^⊥V , Á Ë v | ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ U^⊥. úÎÁÞÉÔ, ÆÏÒÍÁ g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÏÒÍÕ —g. åÓÌÉ —u ∈ U=^⊥V | ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÌÅŒÏÍ ÑÄÒÅ ÆÏÒÍÙ —g, ÔÏ —g(—u; —v) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ —v ∈ V =U^⊥, ÚÎÁÞÉÔ g(u; v) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , ÚÎÁÞÉÔ u ∈^⊥V É —u = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÏÇÏ ÑÄÒÁ ÆÏÒÍÙ —g.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11. ðÕÓÔØ g : U ⊗ V → K | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Á U_1 ⊂ U , V_1 ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ìÅŒÙÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ^⊥V_1 := {u ∈ U |∀v ∈ V_1 g(u; v) = 0}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÁŒÙÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U_1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ U^⊥_1 := { v ∈ V | ∀u ∈ U_1 g(u; v) = 0 }.

ìÅÍÍÁ 1.12. åÓÌÉ dim U = dim V = n, ÔÏ dim U^⊥_1 ⩾ n − dim U_1, dim^⊥V_1 ⩾ n − dim V_1. åÓÌÉ ÖÅ g ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ U_1 ⊗ V → K. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ ÒÁŒÎÏ U_1 ∩^⊥V , Á ÐÒÁŒÏÅ ÒÁŒÎÏ ËÁË ÒÁÚ U^⊥_1 ⊂ V . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (U_1=(U_1 ∩^⊥V )) ⊗ (V =U^⊥_1 ) → K ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É dim U^⊥_1 = dim V − dim(V =U^⊥_1 ) = n − dim(U_1=(U_1 ∩^⊥V )) ⩾ n − dim U_1.

ìÅÍÍÁ 1.13. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ g ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, dim U = dim V ¡ ∞, ÔÏ^⊥(U^⊥_1 ) = U_1, (^⊥V_1)^⊥ = V_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÑÓÎÏ, ÞÔÏ U_1 ⊂^⊥(U^⊥_1 ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, dim(^⊥(U^⊥_1 )) = n−dim U^⊥_1 = n−(n−dim U_1) = dim U_1.

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á V_1 ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. áÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ^⊥V_1 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ Ë V_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ev : V^∗ ⊗ V → K. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U_1 ⊂ V^∗. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

þÁÓÔØ 2. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ V ⊗ V → K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÄÉÎ ÂÁÚÉÓ Œ V , Á ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ G → A^T GA, ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

ìÅÍÍÁ 2.1. åÓÌÉ dim V ¡ ∞, Á V_1 ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô.Þ. g_{|V1} ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, ÔÏ V = V_1 ⊕ V^⊥_1 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_1 ∩ V^⊥_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÑÄÒÏÍ ÆÏÒÍÙ g_{|V1} , ÐÏÜÔÏÍÕ V_1 ∩ V^⊥_1 = 0, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, dim V^⊥_1 ⩾ dim V − dim V_1 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.12.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ∀v; v^′ ∈ V ÉÍÅÅÍ g(v; v^′) = g(v^′; v), É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ∀v ∈ V ÉÍÅÅÍ g(v; v) = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. éÚ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ g(v; v^′) = −g(v^′; v) ∀v; v^′ ∈ V : ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ 0 = g(v + v^′; v + v^′) − g(v; v) − g(v^′; v^′) = g(v; v^′) + g(v^′; v). åÓÌÉ ÖÅ char K ≠ 2, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: g(v; v) = −g(v; v), ÚÎÁÞÉÔ g(v; v) = 0.

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ G | ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ôÏÇÄÁ (i) g | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ⇐⇒ G^T = G; (ii) g | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ⇐⇒ G^T = −G; (iii) g | ÚÎÁËÏÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÁÑ ⇐⇒ G^T = −G, É G ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ char K = 2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) É (ii) g(Y; X) = Y^T GX = (Y^T GX)^T = X^T G^T Y , g(X; Y ) = X^T GY .

(iii) =⇒) ÉÍÅÅÍ 0 = g(v_i; v_i) = g_{ii}, É 0 = g(v_i + v_j; v_i + v_j) − g(v_i; v_i) − g(v_j ; v_j) = g(v_i; v_j) + g(v_j ; v_i) = g_{ij} + g_{ji}. ⇐=) g( ∑ x_iv_i; ∑ x_iv_i) = ∑ x^2_i g_{i;i} + ∑ i¡j x_ix_j(g_{ij} + g_{ji}).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. åÓÌÉ char K ≠ 2, ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ K ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

äÏËÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÌÏÖÉÍ g_+(v; v^′) =^1_2 (g(v; v^′) + g(v^′; v)), g_−(v; v^′) =^1_2 (g(v; v^′) − g(v^′; v)).

ïÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ìÅÍÍÁ 2.6. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ g ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÉÌÉ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁ É V_1 ⊂ V , ÔÏ V^⊥_1 =^⊥V_1. ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. åÓÌÉ char K ≠ 2, ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ K ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ g(v; v) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , ÔÏ g ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁ, ÚÎÁÞÉÔ g = 0 É ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ v ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g(v; v) ≠ 0, ÔÏ V = Kv ⊥ v^⊥ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ. œÙÂÉÒÁÑ ÂÁÚÉÓ Œ v^⊥, Œ ËÏÔÏÒÏÍ g_{|v}⊥ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, É ÄÏÐÏÌÎÑÑ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÏÍ v, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÁÚÉÓ. ôÅÏÒÅÍÁ 2.8. œÓÑËÁÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ Ó ÂÌÏËÁÍÉ ŒÉÄÁ I_2 =

(_{0 1}

−1 0 ) É (0) ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ g = 0, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ ÇÏÄÉÔÓÑ. éÎÁÞÅ, ÎÁÊÄÅÍ ÐÁÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2 ∈ V , ÔÁË ÞÔÏ g(v_1; v_2) = 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ v_1 É v_2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ V_{12} = Kv_1 ⊕ Kv_2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ g_{|V12} ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ { v_1; v_2 } ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ I_2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, g_{|V12} ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ V = V_{12} ⊥ V^⊥_{12} | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ. œÙÂÉÒÁÑ ÂÁÚÉÓ Œ V^⊥_{12}, Œ ËÏÔÏÒÏÍ g_{|V} ⊥_{12} ÉÍÅÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ŒÉÄ, É ÄÏÐÏÌÎÑÑ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_1, v_2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÁÚÉÓ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.9. åÓÌÉ g | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÏ dim V | ÞÅÔÎÁ.

þÁÓÔØ 3. áÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ É ÜÒÍÉÔÏŒÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V → W ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ f | R-ÌÉÎÅÊÎÏ É f(zv) = —zf(v). æÏÒÍÁ g : U × V → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ C -ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ V ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÎÏŒÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÐÏÌÑ C : zv := —zv. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏŒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —V É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë V . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → W | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —V → W , Á ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ U × V → C | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ U × —V → C .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅËÃÉÉ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G | ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g, ÔÏ g(X; Y ) = X^T G —Y , ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ G → A^T G —B, Á ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÏÒÍÙ g ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ U → V^∗ É V → U^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ h ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ ∀v; v^′ ∈ V ÉÍÅÅÍ h(v; v^′) = h(v^′; v) É ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ ∀v; v^′ ∈ V ÉÍÅÅÍ h(v; v^′) = −h(v^′; v). ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ H | ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ h ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ôÏÇÄÁ (i) h | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ⇐⇒ H^T = —H; (ii) h | ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÁ ⇐⇒ H^T = − —H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: h(Y; X) = —Y^T —HX = ( —Y^T —HX)^T = X^T —H^T —Y . óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. æÏÒÍÁ h | ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÁ ⇐⇒ ih | ÜÒÍÉÔÏŒÁ.

ìÅÍÍÁ 3.6. œÓÑËÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ (ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÁ) ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ K ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ h | ÜÒÍÉÔÏŒÁ. åÓÌÉ h(v; v) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ u; v ∈ V É z ∈ C ÉÍÅÅÍ 2 Re(zh(u; v)) = h(u; —zv) + h(—zv; u) = h(u + —zv; u + —zv) − h(u; u) − h(v; v) = 0;

ÚÎÁÞÉÔ h = 0 É ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ h ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ v ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ h(v; v) ≠ 0, ÔÏ V = Kv ⊥ v^⊥ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ. œÙÂÉÒÁÑ ÂÁÚÉÓ Œ v^⊥, Œ ËÏÔÏÒÏÍ h_{|v}⊥ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, É ÄÏÐÏÌÎÑÑ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÏÍ v, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÁÚÉÓ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ L=K ÓÔÅÐÅÎÉ 2 Ó char K ≠ 2 (Œ ÒÏÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ŒÙÓÔÕÐÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ L ÎÁÄ K).