1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 5 11.03.2003

þÁÓÔØ 1. óÉÇÎÁÔÕÒÁ

ðÕÓÔØ K | ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ R (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, K = Q ÉÌÉ K = R), V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, Á g | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ (ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r_+, r_− É r_0 ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÈ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ É ÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÔÁË ÞÔÏ r_+ + r_− + r_0 = n.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. þÉÓÌÁ r_+, r_− É r_0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ { e_i } É { f_i } | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ g(e_i; e_i) = a_i, g(f_i; f_i) = b_i. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ a_1; : : :; a_{r+} ¿ 0 ¿ a_{r+ +1}; : : : ; a_{r++r−} , a_{r++r− +1} = · · · = a_n = 0; b_1; : : : ; b_{s+} ¿ 0 ¿ b_{s++1}; : : : ; b_{s++s−} , b_{s++s−+1} = · · · = b_n = 0; ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; : : : ; e_{r+} ; f_{s++1}; : : : ; f_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ x_1e_1 + : : : x_{r+} e_{r+} = y_{s+ +1}f_{s++1} + · · · + y_nf_n, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕ g ÐÏÌÕÞÁÅÍ x^2_1a_1+· · ·+x^2_{r+} a_{r+} = y^2_{s+ +1}b_{s++1}+· · ·+y^2_nb_n. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÌÅŒÁÑ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ŒÓÅÇÄÁ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ x_1 = · · · = x_{r+} = 0. îÏ ÔÏÇÄÁ É y_{s++1} = · · · = y_n = 0, ÔÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ f_{s++1}; : : : ; f_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_{r+} ; f_{s++1}; : : :; f_n ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ r_+ + (n − s_+) ⩽ n, ÔÏ ÅÓÔØ r_+ ⩽ s_+. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ s_+ ⩽ r_+. úÎÁÞÉÔ r_+ = s_+. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ r_− = s_−. îÁËÏÎÅÃ, r_0 = n − r_+ − r_− = n − s_+ − s_− = s_0.

ôÒÏÊËÁ ÞÉÓÅÌ (r_+; r_−; r_0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÆÏÒÍÙ g. œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ g ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÉÍÅÅÍ r_0 = 0 É ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (r_+; r_−).

ìÅÍÍÁ 1.2. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ diag(1; : : :; 1; −1; : : :; −1; 0; : : :; 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ { e_i } É ÚÁÍÅÎÉÍ ÅÇÏ ÎÁ e^′_i = e_i= √ |g(e_i; e_i)| .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.3. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ g É g^′ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÉÈ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

þÁÓÔØ 2. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ r_− = r_0 = 0, É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ r_+ = r_0 = 0.

ìÅÍÍÁ 2.2. æÏÒÍÁ g ÎÁ V ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ⇔ g(v; v) ¿ 0 (g(v; v) ¡ 0) ∀0 ≠ v ∈ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ { e_i }. åÓÌÉ g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ ∀0 ≠ v = ∑ x_ie_i ÉÍÅÅÍ g(v; v) = ∑ x^2_i g(e_i; e_i) ¿ 0, Á ÅÓÌÉ g(v; v) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 ≠ v ∈ V , ÔÏ Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ g(e_i; e_i) ¿ 0, ÚÎÁÞÉÔ g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ V , ÔÏ g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÏ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁ g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ V .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. æÏÒÍÁ g_{|U} ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ⊂ V . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V = U ⊕ U^⊥ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ⊂ V .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V É ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ v = v^′ + v^{′′}, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ v^′ ⊥ U , v^{′′} ∈ U .

œÅËÔÏÒ v^{′′} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÁ v ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U . 1

ìÅÍÍÁ 2.6. åÓÌÉ u_1; : : : ; u_k | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ U , É v ∈ V , ÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ v ÎÁ U ÒÁŒÎÁ

∑_k i=1[(v · u_i)=(u_i · u_i)]u_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ v − ∑ a_iu_i ⊥ U . ôÏÇÄÁ 0 = (v − ∑ a_iu_i) · u_j = v · u_j − a_j u_j · u_j , ÏÔËÕÄÁ a_j = (v · u_j )=(u_j · u_j).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. ðÕÓÔØ e_1; : : :; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ V . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÅËÔÏÒÙ e^′_1; : : : ; e^′_n ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: e^′_k = e_k − ∑_{k−1} i=1 [(e_k · e^′_i)=(e^′_i · e^′_i)]e^′_i. ôÏÇÄÁ e^′_1; : : : ; e^′_n | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ∀1 ⩽ k ⩽ n ŒÅËÔÏÒÙ e^′_1; : : :; e^′_k | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, e^′_1; : : : ; e^′_k ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, É ⟨e^′_1; : : : ; e^′_k⟩ = ⟨e_1; : : :; e_k⟩. ðÒÉ k = 1 ŒÓÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ k ¿ 1. åÓÌÉ e^′_1; : : : ; e^′_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ e^′_1; : : : ; e^′_{k−1}; e_k | ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. îÏ ÔÁË ËÁË e^′_1; : : :; e^′_{k−1} | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ e_k ∈ ⟨e^′_1; : : : ; e^′_{k−1}⟩ = ⟨e_1; : : : ; e_{k−1}⟩, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_k. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e^′_k · e^′_i = 0 ÐÒÉ 1 ⩽ i ⩽ k − 1, ÚÎÁÞÉÔ e^′_1; : : : ; e^′_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. îÁËÏÎÅÃ, ⟨e^′_1; : : : ; e^′_k⟩ = ⟨⟨e^′_1; : : : ; e^′_{k−1}⟩; e_k − ∑ a_ie^′_i⟩ = ⟨⟨e_1; : : : ; e_{k−1}⟩; e_k⟩ = ⟨e_1; : : : ; e_k⟩.

ïÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÅÊ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ.

þÁÓÔØ 3. òÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÕÇÌÙ, ÏÂSSÅÍ

åŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ R-ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g ÎÁ ÎÅÍ. âÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ g(u; v) ÞÅÒÅÚ (u; v) ÉÌÉ ÄÁÖÅ u · v É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÄÕÌØ ÉÌÉ ÄÌÉÎÕ ŒÅËÔÏÒÁ v ÆÏÒÍÕÌÏÊ |v| := √ v^2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |v| = 0 ⇐⇒ v = 0.

œÓÑËÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ). ôÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ. œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÍ X · Y = ∑ x_iy_i, |X| = √∑ x^2_i .

ìÅÍÍÁ 3.1 (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ). |v · w| ⩽ |v||w|, ÐÒÉÞÅÍ |v · w| = |v||w| ⇐⇒ v É w ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ |v| = 0 ÉÌÉ |w| = 0, ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |v|; |w| ≠ 0 É ÐÏÌÏÖÉÍ v^′ =^1_{|v|} v, w^′ =^1_{|w|} w, ÔÁË ÞÔÏ |v^′| = |w^′| = 1 É v^′ · w^′ =^1_{|v||w|} v · w. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∀t ∈ K ÉÍÅÅÍ 0 ⩽ (v^′ + tw^′)^2 = v^′ · v^′ + 2tv^′ · w^′ + t^2w^′ · w^′ = 1 + 2tv^′ · w^′ + t^2, ÚÎÁÞÉÔ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ | ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ (v^′ · w^′)^2 ⩽ 1, ÔÏ ÅÓÔØ |v^′ · w^′| ⩽ 1. äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ |v||w| ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ v É w ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, Á ÅÓÌÉ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÑÓÎÏ ÞÔÏ (v^′ + tw^′)^2 ¿ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.2 (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ). |v + w| ⩽ |v| + |w|.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ûŒÁÒÃÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (|v + w|)^2 = |(v + w)^2| = |v^2 + 2v · w + w^2| ⩽ |v^2| + 2|v · w| + |w^2| ⩽ |v|^2 + 2|v||w| + |w|^2 = (|v| + |w|)^2.

éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ æ(v; w) = |v − w| ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÇÏÌ ff ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v É w ÆÏÒÍÕÌÏÊ v · w = |v||w| cos ff, 0 ⩽ ff ⩽ ß. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ff ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ |v| = 0 ÉÌÉ |w| = 0.

ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ G(e_1; : : :; e_k) = det(e_i · e_j )^k_{i;j=1}.

ìÅÍÍÁ 3.3. ïÂSSÅÍ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ { v =

∑_k i=1 t_ie_i | 0 ⩽ t_i ⩽ 1 } ÒÁŒÅÎ √ G(e1; : : :; ek) .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÉ k = 1 | ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ k ¿ 1. úÁÐÉÛÅÍ e_k = e^′_k + e^{′′}_k , ÇÄÅ e^′_k ⊥ e_1; : : :; e_{k−1} É e^{′′}_k ∈ ⟨e_1; : : : ; e_{k−1}⟩. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÙÓÏÔÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁŒÎÁ |e^′_k|, Á ÐÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ | √ G(e1; : : : ; ek−1) (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂSSÅÍ ÒÁŒÅÎ |e^′_k| √ G(e1; : : : ; ek−1) . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÍ ek ·ek = e^′_k · e^′_k + e^{′′}_k · e^{′′}_k , É e_k · e_i = e^′_k · e_i + e^{′′}_k · e_i = e^{′′}_k · e_i, ÐÏÜÔÏÍÕ G(e_1; : : : ; e_k) = G(e_1; : : :; e^{′′}_k) + |e^′_k|^2 G(e_1; : : : ; e_{k−1}) É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÔÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. åÓÌÉ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e_1; : : : ; e_n, ÔÏ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁŒÅÎ | det(A)|.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: G(e_1; : : :; e_n) = det(A^T A) = det(A)^2.

þÁÓÔØ 4. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. ïÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ g, ÅÓÌÉ g(Av; Av^′) = g(v; v^′) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v; v^′ ∈ V .

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ G | ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g, A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ⇐⇒ A^T GA = G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: g(AX; AY ) = (AX)^T G(AY ) = X^T (A^T GA)Y .

ìÅÍÍÁ 4.2. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ g ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ, ÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ Av = 0, ÔÏ g(v; v^′) = g(Av; Av^′) = g(0; Av^′) = 0, ÚÎÁÞÉÔ v ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÆÏÒÍÙ g.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O(V; g; K) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ g.

ìÅÍÍÁ 4.3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ O(V; g; K) | ÇÒÕÐÐÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ A; B ∈ O(V; g; K), ÔÏ g((AB)v; (AB)v^′ ) = g(A(Bv); A(Bv^′ )) = g(Bv; Bv^′ ) = g(v; v^′), g(Id_V v; Id_V v^′) = g(v; v^′), g(A^{−1}v; A^{−1}v^′) = g(A(A^{−1}v); A(A^{−1}v^′)) = g((AA^{−1})v; (AA^{−1})V^′) = g(v; v^′).

ìÅÍÍÁ 4.4. åÓÌÉ ÆÏÒÍÙ g É h ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ O(V; g; K) ∼= O(W; h; K).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f : V → W | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÏÒÍ. (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ h(fv; fv^′ ) = g(v; v^′) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v; v^′ ∈ V ). óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A ∈ O(W; h) ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^{−1}Af ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ O(W; h) → O(V; g), ÔÁË ËÁË g(f^{−1}Afv; f^{−1}Afv^′) = h(ff^{−1} Afv; ff^{−1} Afv^′) = h(Afv; Afv^′ ) = h(fv; fv^′ ) = g(v; v^′). ïÂÒÁÔÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ B → fBf^{−1}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.5. ëÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐÙ O(V; g; C ) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÎÇÁ ÆÏÒÍÙ g, Á ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐÙ O(V; g; R) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÆÏÒÍÙ g.

çÒÕÐÐÁ O(V; g; K) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O(n; C ), Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (r_+; r_−) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O(r_+; r_−; R), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÕÐÐÁ O(n; 0; R) ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ O(n; R). ôÁËÖÅ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ SO(n; R) ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1.

þÁÓÔØ 5. üÒÍÉÔÏŒÙ ÆÏÒÍÙ É ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ | ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ (Á ÔÁËÖÅ, É Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ) ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. ïÄÎÁËÏ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ | ÅÓÌÉ g(v; v) ¿ 0, ÔÏ g(iv; iv) = −g(v; v) ¡ 0. ôÕÔ ÎÁ ŒÙÒÕÞËÕ ÐÒÉÈÏÄÑÔ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÆÏÒÍÙ.

äÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ËÁË É ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ. üÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ h ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ h(v; v) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 ≠ v ∈ V .

ìÅÍÍÁ 5.1. åÓÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ h ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ h | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÌÅÍÍÙ 1.2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ É Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ. îÁËÏÎÅÃ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ h ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ h(Av; Av^′) = h(v; v^′) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v; v^′ ∈ V . œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÃ ÕÓÌÏŒÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁ- ÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ —A^T GA = G. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ h ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÒÁÔÉÍ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U(V; h) ŒÓÅÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ | ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ëÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ ÅÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. õÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ h ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (r_+; r_−) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U(r_+; r_−), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÕÐÐÁ U(n; 0) ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ U(n). ôÁËÖÅ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ SU(n; R) ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1.