1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 6 18.03.2003

þÁÓÔØ 1. æÏÒÍÙ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ g ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V .

ìÅÍÍÁ 1.1. óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A ÆÏÒÍÕ B_A(v; v^′) := g(Av; v^′), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ B = B_A. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ v, ÔÏ B(v; v^′) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ v^′, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ B(v; v^′) = ¸_v(v^′), ÇÄÅ ¸_v ∈ V^∗. ôÁË ËÁË g ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, Á V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ^v ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g_R(^v) = ¸_v, ÔÏ ÅÓÔØ g(^v; v^′) = ¸_v(v^′) = B(v; v^′). úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : V → V ÆÏÒÍÕÌÏÊ A(v) = ^v. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g(A(v); v^′) = B(v; v^′). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A | ÌÉÎÅÊÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ g(A(v_1 + ˘v_2) − A(v_1) − ˘A(v_2); v^′) = g(A(v_1 + ˘v_2); v^′) − g(A(v_1); v^′) − ˘g(A(v_2); v^′) = B(v_1 + ˘v_2; v^′) − B(v_1; v^′) − ˘B(v_2; v^′) = B((v_1+˘v_2)−v_1−˘v_2; v^′) = B(0; v^′) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ g ÉÍÅÅÍ A(v_1+˘v_2) = A(v_1)+˘A(v_2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ É B = B_A. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ B.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.2. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : V → V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^T : V → V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ∀v; v^′ ∈ V ÉÍÅÅÍ g(Av; v^′) = g(v; A^T v^′).

ïÐÅÒÁÔÏÒ A^T : V → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ (ÓÐÒÁŒÁ) Ë A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ g.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^∗ É ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ g_L, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^T ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ g_L(A^T v^′)(v) = g(v; A^T v^′) = g(Av; v^′) = g_L(v^′)(Av) = A^∗(g_L(v^′))(v), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ g_L ∘ A^T = A^∗ ∘ g_L É A^T = g^{−1}_L ∘ A^∗ ∘ g_L.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. åÓÌÉ G | ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g, Á A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁŒÎÁ G^{−1}A^T G.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ End(V ) → End(V ), ÐÒÉÞÅÍ (AB)^T = B^T A^T .

ìÅÍÍÁ 1.6. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ g ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ A ∈ O(V; g) ⇐⇒ A^T = A^{−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: A ∈ O(V; g) =⇒ g(v; v^′) = g(Av; Av^′) = g(v; A^T Av^′) =⇒ A^T A = Id. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, A^T A = Id =⇒ g(Av; Av^′) = g(v; A^T Av^′) = g(v; v^′) =⇒ A ∈ O(V; g).

þÁÓÔØ 2. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁ g ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, É char K ≠ 2.

ìÅÍÍÁ 2.1. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ A^{T T} = A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: g(A^{T T} v; v^′) = ±g(v^′; A^{T T} v) = ±g(A^T v^′; v) = g(v; A^T v^′) = g(Av; v^′).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ g, ÅÓÌÉ A^T = A, É ÁÎÔÉ- ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ A^T = −A.

ìÅÍÍÁ 2.3. œÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ É ÁÎ- ÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: A = (A + A^T )=2 + (A − A^T )=2.

1

þÁÓÔØ 3. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÜÒÍÉÔÏŒ ÓÌÕÞÁÊ)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÕ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ h, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ h(Av; v^′) = h(v; A^†v^′) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ C -ÌÉÎÅÊÎÙÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ A → A^† ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ A^† = A. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ⇐⇒ A^† = A^{−1}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. óÁÍÏÍÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ, Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ K = C , h | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ, É A | ÜÒÍÉÔÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ dim V = 1, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ dim V ¿ 1. ðÕÓÔØ v_1 | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË C | ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ). ôÏÇÄÁ V = C v_1 ⊥ C v^⊥_1 , ÔÁË ËÁË h ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v ∈ v^⊥_1 , ÔÏ h(v_1; Av) = h(v_1; A^†v) = h(Av_1; v) = h(˘_1v_1; v) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ A(v^⊥_1 ) ⊂ v^⊥_1 . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ A ÎÁ v^⊥_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ h. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, Œ v^⊥_1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. äÏÐÏÌÎÑÑ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÏÍ v_1=|v_1|, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ.

ìÅÍÍÁ 3.3. óÐÅËÔÒ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ ˘ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÅËÔÏÒÕ v. ôÏÇÄÁ ˘ = h(˘v; v) = h(Av; v) = h(v; Av) = h(v; ˘v) = —˘.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ h É B | ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÐÒÉÞÅÍ h ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ h | ÅÄÉÎÉÞÎÁ, Á ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ B | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

þÁÓÔØ 4. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ É ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ V_C := V ⊗_RC .

ìÅÍÍÁ 4.1. V_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ˘ ∈ C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × C → V ⊗_RC , (v; z) → v ⊗ (˘z) ÏÞÅŒÉÄÎÏ R-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ_˘ : V ⊗_RC → V ⊗_RC , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ æ_˘(v ⊗ z) = v ⊗ (˘z). ðÒÉÞÅÍ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ æ_˘ ∘ æ_¯ = æ_{˘¯} ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘; ¯ ∈ C . úÎÁÞÉÔ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ æ_˘ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ V_C ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ C .

ìÅÍÍÁ 4.2. åÓÌÉ {e_p} | ÂÁÚÉÓ V ÎÁÄ R, ÔÏ {e_p ⊗ 1} | ÂÁÚÉÓ V_C ÎÁÄ C , Á {e_p ⊗ 1; e_p ⊗ i} | ÂÁÚÉÓ V_C ÎÁÄ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3 ÌÅËÃÉÉ 3, Á ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ | ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ V_C ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ∑ x_p(e_p ⊗ 1) + ∑ y_p(e_p ⊗ i) = ∑ (x_p + y_pi)(e_p ⊗ 1).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.3. dim_C V_C = dim_RV , dim_RV_C = 2 dim_RV .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B : W → W , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ B^2 = Id.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ B(v ⊗ z) = v ⊗ —z. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ W | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ B. ðÕÓÔØ V = W^B = { w ∈ W |Bw = w }. ôÏÇÄÁ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, W ∼= V_C, Á B ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ V_C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ V^′ = { w ∈ W | Bw = −w }. ñÓÎÏ, ÞÔÏ V É V^′ | R-ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ W . äÁÌÅÅ, W ∼= V ⊕ V^′ (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÄ R), ÔÁË ËÁË w = (w + Bw)=2 + (w − Bw)=2. äÁÌÅÅ ÑÓÎÏ ÞÔÏ w ∈ V ⇐⇒ iw ∈ V^′, ÔÁË ËÁË Biw = —iBw = −iBw. îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × C → W , (v; z) → zv ÏÞÅŒÉÄÎÏ R-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_C → W . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ.

ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓŒÏÄÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C .

þÁÓÔØ 5. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ)

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, Á g | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ.

ìÅÍÍÁ 5.1. œÓÑËÉÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÀ V_C É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÎÅÊ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÆÏÒÍÕ h É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_C ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ h(v⊗z; v^′ ⊗z^′) = z —z^′g(v; v^′) É A_C(v⊗z) = A(v)⊗z (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ!). ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ h ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_C | ÜÒÍÉÔÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, h(v⊗1+v^′⊗i; v⊗1+v^′⊗i) = g(v; v)+g(v^′ ; v^′) ¿ 0 É h(v ⊗ z; A_C(v^′ ⊗ z^′)) = h(v ⊗ z; A(v^′) ⊗ z^′) = z —z^′g(v; A(v^′)) = z —z^′g(A(v); v^′ ) = h(A(v) ⊗ z; v^′ ⊗ z^′) = h(A_C(v ⊗ z); v^′ ⊗ z^′). úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.3 ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_C ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. îÁ- ËÏÎÅÃ, ŒÙÂÉÒÁÑ ÂÁÚÉÓ Œ V ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A É A_C ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, É ŒÓÑËÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ A_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.2. ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2 Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 5.1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ g É B | ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, ÐÒÉÞÅÍ g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ g | ÅÄÉÎÉÞÎÁ, Á ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ B | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

þÁÓÔØ 6. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. œÓÑËÉÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ A = N S = S^′N^′, ÇÄÅ S; S^′ | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ, Á N; N^′ | ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S; S^′; N; N^′ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ A = N S | ŒÔÏÒÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^T A. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ: (A^T A)^T = A^T A^{T T} = A^T A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, (A^T Av; v) = (Av; Av) = |Av|^2 ¿ 0, ÔÁË ËÁË A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^T A ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ S Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ S^2 = A^T A (ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ A^T A ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ, É ÉÚŒÌÅÞØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÒÎÉ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, S | ÏÂÒÁÔÉÍ. îÁËÏÎÅÃ, (AS^{−1})^T (AS^{−1}) = S^{−T} A^T AS^{−1} = S^{−1}S^2S^{−1} = Id, ÚÎÁÞÉÔ N := AS^{−1} | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ A = N S, ÔÏ A^T A = (N S)^T (N S) = S^T N^T N S = S^2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ S ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ, Á Œ ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ S ÏÐÅÒÁÔÏÒ N ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. œÓÑËÉÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉ- ÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ h ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ A = N S = S^′N^′, ÇÄÅ S; S^′ | ÜÒÍÉÔÏŒÙ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ, Á N; N^′ | ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S; S^′; N; N^′ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 6.3. œ ÓÌÕÞÁÅ V = C , h(z; z^′) = z —z^′, ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ z ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÑÒÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = re^{i’}.