1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 7 25.03.2003

þÁÓÔØ 1. ôÅÎÚÏÒÙ

ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V (p ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ p-ÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V^{⊗p}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÁ- ÇÁÀÔ V^{⊗0} := K, ÔÁË ÞÔÏ V^{⊗p} ⊗V^{⊗q} ∼= V^{⊗(p+q)} ÐÒÉ ŒÓÅÈ p; q ⩾ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V^{⊗p} ⊗ V^{∗⊗q}. åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÔÉÐÁ (p; q) ÎÁ V . íÎÏÇÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ É ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.1. 1. œÅËÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÔÅÎÚÏÒÙ ÔÉÐÁ (1; 0).

2. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ | ÜÔÏ ÔÅÎÚÏÒÙ ÔÉÐÁ (0; 1).

3. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hom(V; V ) ∼= V^∗ ⊗ V , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÙ ÔÉÐÁ (1; 1). 4. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V ⊗ V → K, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (V ⊗ V )^∗ ∼= V^∗ ⊗ V^∗, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÙ ÔÉÐÁ (0; 2).

ìÅÍÍÁ 1.2. åÓÌÉ { e_i }^n_{i=1} | ÂÁÚÉÓ Œ V , ÔÏ { e_{i1} ⊗· · ·⊗e_{ip} ⊗e^{j1} ⊗· · ·⊗e^{jq} }^n_{i1;:::;ip;j1;:::;jq=1} | ÂÁÚÉÓ Œ V^{⊗p}⊗V^{∗⊗q}, ÇÄÅ e^j | ŒÅËÔÏÒÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍ 1.5 É 2.3 ÌÅËÃÉÉ 3.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓŒÏÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁ- ÚÉÓÁ: T = ∑ T^{i1;:::;ip}

j_1;:::;j_q ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ e j_1 ⊗ · · · ⊗ ej_q . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÔÁËÕÀ ÚÁÐÉÓØ T = (T i1 ;:::;ip j_1 ;:::;j_q ).

ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÁËÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÍÙ ÕÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙ, Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÅÝÅ ŒÓÔÒÅÔÉÍÓÑ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.3. 1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (a^i_j) | ÜÔÏ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ.

2. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (g_{i;j}) | ÜÔÏ ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ.

ðÕÓÔØ A ∈ V^{⊗p} ⊗ V^{∗⊗q} É B ∈ V^{⊗r} ⊗ V^{∗⊗s} | ÔÅÎÚÏÒÙ ÔÉÐÁ (p; q) É (r; s) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. éÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ A ⊗ B ∈ ( V^{⊗p} ⊗ V^{∗⊗q} ) ⊗ ( V^{⊗r} ⊗ V^{∗⊗s} ) ∼ = V^{⊗(p+r)} ⊗ V^{∗⊗(q+s)}.

ìÅÍÍÁ 1.4. åÓÌÉ A = (A^{i1;:::;ip}_{j1;:::;jq} ), B = (B^{i1 ;:::;ir}_{j1 ;:::;js} ), É C = A ⊗ B, ÔÏ C^{i1;:::;ip;ip+1;:::;ip+r}_{j1;:::;jq;jq+1;:::;jq+s} = A^{i1;:::;ip}_{j1;:::;jq} B^{i1 ;:::;ip}_{j1 ;:::;jq} .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5. ïÐÅÒÁÃÉÑ ⊗ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ: (A ⊗ B) ⊗ C = A ⊗ (B ⊗ C).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.6. ïÐÅÒÁÃÉÑ ⊗ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ (Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U ⊗ V ∼= V ⊗ U ), ÏÄÎÁËÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ⊗ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁÈ ÕÖÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ u = (u_i), v = (v_i), ÔÏ u ⊗ v = (u_iv_j), Á (v ⊗ u) = (v_iu_j), ÞÔÏ ÎÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ!

ðÕÓÔØ 1 ⩽ k ⩽ p, 1 ⩽ l ⩽ q. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^{⊗p} ⊗ V^{∗⊗q} = V^{⊗(k−1)} ⊗ V ⊗ V^{⊗(p−k)} ⊗ V^{∗⊗(l−1)} ⊗ V^∗ ⊗ V^{∗⊗(q−l)} ∼= ( V^{⊗(k−1)} ⊗ V^{⊗(p−k)} ⊗ V^{∗⊗(l−1)} ⊗ V^{∗⊗(q−l)} ) ⊗ (V ⊗ V^∗)^{ev}→ V^{⊗(p−1)} ⊗ V^{∗⊗(q−1)} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÔËÏÊ ÔÅÎÚÏÒÁ ÔÉÐÁ (p; q) ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ (k; l). âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ev_{k;l}.

ìÅÍÍÁ 1.7. åÓÌÉ A = (A^{i1;:::;ip}_{j1;:::;jq} ) É B = ev_{k;l}(A), ÔÏ B^{i1;:::;ip−1}_{j1;:::;jq−1} =

∑_n i=1 A^{i1;:::;ik−1;i;ik;:::;ip−1}

j_1;:::;j_{l−1};i;j_l;:::;j_{q−1} .

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÓŒÅÒÔËÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 1.8. ðÕÓÔØ A; B | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, v | ŒÅËÔÏÒ, Á f | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ôÏÇÄÁ f(v) = ev_{1;1}(v ⊗ f), Av = ev_{2;1}(A ⊗ v), AB = ev_{2;1}(A ⊗ B).

åÝÅ ÏÄÎÏÊ ŒÁÖÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ S_p × S_q ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^{⊗p} ⊗ V^{∗⊗q} (ÇÒÕÐÐÁ S_p ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ V , Á ÇÒÕÐÐÁ S_q | ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ V^∗).

ìÅÍÍÁ 1.9. åÓÌÉ A = (A^{i1;:::;ip}_{j1;:::;jq} ), œ ∈ S_p, ø ∈ S_q É B = (œ; ø )(A), ÔÏ B^{i1 ;:::;ip}_{j1 ;:::;jq} = A^{iœ1 ;:::;iœp}_{jø1 ;:::;jøq} . 1

þÁÓÔØ 2. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ

ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÔÉÐÁ (n; 0) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ôÅÎÚÏÒ T ∈ V^{⊗n} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀œ ∈ S_n ÉÍÅÅÍ œ(T ) = T , É ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀œ ∈ S_n ÉÍÅÅÍ œ(T ) = ”(œ)T .

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÔÉÐÁ (n; 0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ S^nV , Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÔÉÐÁ (n; 0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅ- ÎØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ~^nV . ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ S^0V = ~^0V = V^{⊗0} = K, S^1V = ~^1V = V .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^{⊗n} ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ Sym(T ) =^1_{n!} ∑ œ∈S_n œ(T ) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ-

ŒÁÎÉÑ Alt(T ) =^1_{n!} ∑ œ∈S_n ”(œ)œ(T ). ðÕÓÔØ n ⩾ 2.

ìÅÍÍÁ 2.2. Sym É Alt | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S^nV; ~^nV ⊂ V^{⊗n}. ôÏ ÅÓÔØ, Sym^2 = Sym, Alt^2 = Alt, Sym Alt = Alt Sym = 0, É T ∈ S^nV ⇐⇒ Sym(T ) = T , T ∈ ~^nV ⇐⇒ Alt(T ) = T .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ø ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ S_n → S_n, ÐÏÜÔÏÍÕ ø ∘Sym = Sym = Sym ∘ø , ø ∘ Alt = ”(ø ) Alt = Alt ∘ø . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Sym^2 =^1_{n!} ∑ ø∈S_n ø ∘ Sym = 1 n! ∑ ø∈S_n Sym = 1 n! n! Sym = Sym.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Alt^2 = Alt, Sym Alt = Alt Sym = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T ∈ ~^nV . ôÏÇÄÁ Alt(T ) =^1_{n!} ∑ œ∈S_n ”(œ)œ(T ) = 1 n! ∑ œ∈S_n ”(œ)

2T =^1_{n!} ∑ œ∈S_n T = 1 n! n!T = T . åÓÌÉ ÖÅ Alt(T ) = T , ÔÏ ø (T ) = (ø ∘ Alt)(T ) = ”(ø ) Alt(T ) = ”(ø )T , ÚÎÁÞÉÔ T ∈ ~^nV . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Sym(T ) = T ⇐⇒ T ∈ S^nV .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. ðÒÉ n ⩾ 2 ÉÍÅÅÍ V^{⊗n} = S^nV ⊕ ~^nV ⊕ Ker(Sym + Alt). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V^{⊗2} = S^2V ⊕ ~^2V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÉ n = 2 ÉÍÅÅÍ Sym + Alt =^1_2 (Id +ø ) +^1_2 (Id −ø ) = Id, ÇÄÅ ø = (12) ∈ S_2.

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ dim V = N É { e_i }^N_{i=1} | ÂÁÚÉÓ Œ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ e_{i1} · : : : · e_{in} := Sym(e_{i1} ⊗ · · · ⊗ e_{in} ), e_{i1} ∧ · · · ∧ e_{in} := Alt(e_{i1} ⊗ · · · ⊗ e_{in} ). ôÏÇÄÁ { e_{i1} · : : : · e_{in} }_{1⩽i1⩽···⩽in⩽N} É { e_{i1} ∧ · · · ∧ e_{in} }_{1⩽i1¡···¡in⩽N} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓÙ Œ S^nV É ~^nV ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ | ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_{i1} ⊗· · ·⊗e_{in} Œ V^{⊗n} ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e_{i1} ⊗ · · · ⊗ e_{in} ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Sym É Alt ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÌÉÂÏ Œ ÎÏÌØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. dim S^nV =

(_{N+n−1} n ) , dim ~^nV =

(_N n ) . óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6. ðÒÉ n ¿ dim V ÉÍÅÅÍ ~^nV = 0, Á ÐÒÉ n = dim V ÉÍÅÅÍ ~^nV ∼= K.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. S^nV É ~^nV ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V × · · · × V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f : V × · · · × V → W | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : V^{⊗n} → W , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ F (a) = F (œ(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ œ ∈ S_n, a ∈ V^{⊗n}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F (a) = F (Sym(a)), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S^nV .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.8. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ S^nV É ~^nV ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ, ËÁË ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V × · · · × V .

ìÅÍÍÁ 2.9. S^n É ~^n | ÆÕÎËÔÏÒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ f : U → V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ f^{⊗n}(S^nU ) ⊂ S^nV , f^{⊗n}(~^nU ) ⊂ ~^nV .

ôÅÏÒÅÍÁ 2.10. åÓÌÉ A : V → V | ÏÐÅÒÁÔÏÒ É dim V = n, ÔÏ ~^nA | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ det A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ É ÓÒÁŒÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ.

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÔÁÒÛÕÀ ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÞÅÒÅÚ det V , Á ÓÔÁÒÛÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ det f.

þÁÓÔØ 3. áÌÇÅÂÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. áÌÇÅÂÒÏÊ (ÉÌÉ K-ÁÌÇÅÂÒÏÊ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÓÏ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ ËÏÌØÃÁ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | K-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ.

ðÒÉÍÅÒÙ 3.2. 1. ðÏÌÅ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÓŒÏÉÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ.

2. áÌÇÅÂÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÁÌÇÅÂÒÏÊ (ÎÏ ÎÅ C -ÁÌÇÅÂÒÏÊ!). 3. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x_1; : : : ; x_n] ÑŒÌÑÅÔÓÑ K-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. 4. ëÏÌØÃÏ ÍÁÔÒÉÃ Mat_{n×n}(K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ K-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. åÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ R-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÄÅ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ R-ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ R → Z(A).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ m : A ⊗ A → A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ m ∘ (m ⊗ Id) = m ∘ (Id ⊗m) : A ⊗ A ⊗ A → A, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ e : K → A, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ m ∘ (e ⊗ Id) = Id = m ∘ (Id ⊗e) : A → A. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ { e_i } Œ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ e_1 = e. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ c^k_{i;j} ÔÅÎÚÏÒÁ m ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ⇐⇒ ∑ k c^k_{i;j}c^m_{k;l} = ∑ k c^k_{jl}c^m_{ik} É c^k_{1;i} = c^k_{i;1} = ffi^k_i . ïÄÎÁËÏ, ÚÁÄÁŒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÎÅÕÄÏÂÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^•(V ) = ⊕^∞_{n=0}V^{⊗n}, S^•(V ) = ⊕^∞_{n=0}S^nV , ~^•(V ) = ⊕^∞_{n=0}~^nV É ŒŒÅÄÅÍ ÎÁ ÎÉÈ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÉ ⊗, · É ∧, ÇÄÅ a · b := Sym(a ⊗ b), a ∧ b := Alt(a ⊗ b), Á ÏÐÅÒÁÃÉÑ ⊗ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ 1 ⊗ a = a ⊗ 1 = a, ÇÄÅ 1 | ÅÄÉÎÉÃÁ Œ V^{⊗0} = K. üÌÅÍÅÎÔ a, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ n-ÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ |a| = n.

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^•(V ), S^•(V ) É ~^•(V ) | ÁÌÇÅÂÒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (a · b) · c = Sym(Sym(a ⊗ b) ⊗ c). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏ Sym(a ⊗ b ⊗ c). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

Sym(Sym(a ⊗ b) ⊗ c) = Sym [( 1 n! ∑ ø∈S_n

ø (a ⊗ b) ) ⊗ c ] = 1 n! ∑ ø∈S_n

Sym ∘ø (a ⊗ b ⊗ c) = Sym(a ⊗ b ⊗ c);

ÇÄÅ n = |a| + |b|, Á Œ ÔÒÅÔØÅÍ ÞÌÅÎÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ S_n ËÁË ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ S_{|a|+|b|+|c|}, ÓÏÓÏÔÑÝÕÀ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒÏË, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ |c| ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a·(b·c) = Sym(a⊗b⊗c), (a ∧ b) ∧ c = Alt(a ⊗ b ⊗ c), a ∧ (b ∧ c) = Alt(a ⊗ b ⊗ c), ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ.

T^•(V ), S^•(V ) É ~^•(V ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

ìÅÍÍÁ 3.5. áÌÇÅÂÒÁ S^•(V ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, Á ~^•(V ) ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ a ∧ b = (−1)^{|a||b|}b ∧ a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÅÎÚÏÒÙ a⊗b É b⊗a ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÚÎÁË ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ (−1)^{|a||b|}. ìÅÍÍÁ 3.6. Sym É Alt ÚÁÄÁÀÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒ T^•(V ) → S^•(V ) É T^•(V ) → ~^•(V ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ · É ∧, Á ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.2. ìÅÍÍÁ 3.7. ñÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Sym : T^•(V ) → S^•(V ) É Alt : T^•(V ) → ~^•(V ) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ~^2V ⊂ V ⊗ V É S^2V ⊂ V ⊗ V ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_{i1} ⊗: : :⊗e_{ik} ⊗e_{ik+1} ⊗: : :⊗e_{in} −e_{i1} ⊗: : :⊗e_{ik+1} ⊗e_{ik} ⊗: : :⊗e_{in} ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ Ker Sym. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ e_{i1} ⊗: : :⊗ e_{ik−1} ⊗ (2e_{ik} ∧ e_{ik+1} ) ⊗ e_{ik+2} ⊗: : :⊗ e_{in} . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ e_{i1} ⊗: : :⊗e_{ik} ⊗e_{ik+1} ⊗: : :⊗e_{in} +e_{i1} ⊗: : :⊗e_{ik+1} ⊗e_{ik} ⊗: : :⊗e_{in} = e_{i1} ⊗: : :⊗e_{ik−1} ⊗(2e_{ik} ·e_{ik+1} )⊗e_{ik+2} ⊗: : :⊗e_{in} ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ Ker Alt.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8. ôÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Á ŒÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á ¯_1 : V → A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ¯_• : T^•(V ) → A, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ ¯_1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × · · · × V → A, (v_1; : : :; v_n) → ¯_1(v_1) · : : : · ¯_1(v_n) ∈ A ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_n : V^{⊗n} → A. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ¯_• = ⊕¯_n : T^•(V ) → A | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ¯_2(~^2V ) = 0, ÔÁË ËÁË ~^2V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÂÉŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_1 ⊗ v_2 − v_2 ⊗ v_1, Á ¯_2(v_1 ⊗ v_2 − v_2 ⊗ v_1) = ¯_1(v_1)¯_1(v_2) − ¯_1(v_2)¯_1(v_1) = 0. úÎÁÞÉÔ ¯_• ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ~^2V , ÔÏ ÅÓÔØ ÞÅÒÅÚ S^•V .