1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 7 25.03.2003

þÁÓÔØ 1. ðÆÁÆÆÉÁÎÙ

ðÕÓÔØ A = (a_{ij}) | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 2n × 2n. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ A ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ŒÉÄÕ A_m :=

(_{0 Em 0}

−E_m 0 0 0 0 0 ) , ÇÄÅ 2m = r(A). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ C, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ A = C^T A_mC. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, det A = det A_m(det C)^2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ m = n, det A_n = 1 É det A = (det C)^2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ. é ÜÔÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ!

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf ∈ Z[a_{ij}]_{1⩽i¡j⩽2n} ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÉÍÅÅÍ det A = Pf(A)^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÁÞÎÅÍ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ Pf_1 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Pf^2_1 = det, ÔÏ (Pf_1 = Pf)^2 = 1 Œ ËÏÌØÃÅ Q(a_{ij}) (ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ Z[a_{ij}]_{1⩽i¡j⩽2n}), ÔÏ ÅÓÔØ Pf_1 = ± Pf.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ K = Q(a_{ij})_{1⩽i¡j⩽2n} . íÁÔÒÉÃÁ A, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ i; j ÐÒÉ i ¡ j ÓÔÏÉÔ a_{ij}, ÐÒÉ i ¿ j ÓÔÏÉÔ −a_{ji}, Á ÐÒÉ i = j ÓÔÏÉÔ 0, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ K. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ a_{ij} := ffi_{j;i+n} ÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A_n). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ C Ó ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ K, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ A = C^T A_nC. úÎÁÞÉÔ, det(A) = det(C)^2. ðÏÌÏÖÉÍ Pf(A) = det(C). ôÏÇÄÁ Pf ∈ Q(a_{ij}) É Pf^2 = det ∈ Z[a_{ij}]. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Pf ∈ Z[a_{ij}]. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË Q(a_{ij}) ÅÓÔØ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ Z[a_{ij}], ÔÏ Pf ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ f=g, ÇÄÅ f; g ∈ Z[a_{ij}]. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^2 = g^2 · det Œ ËÏÌØÃÅ Z[a_{ij}]. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ ËÏÌØÃÁ Z[a_{ij}]. òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ f, g É det ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ g|f, ÔÏ ÅÓÔØ Pf = f=g ∈ Z[a_{ij}].

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. åÓÌÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ A[x] ÔÏÖÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A. ôÏÇÄÁ K[x] | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÆÁËÔÏÒÉ- ÁÌØÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, A[x] | ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ K[x].

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ f(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ A[x], ÔÏ ÏÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É Œ K[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f(x) = g(x)h(x), g; h ∈ K[x]. äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ g É h, ÐÏÌÕÞÁÅÍ af(x) = g_1(x)h_1(x), ÇÄÅ a ∈ A, g_1; h_1 ∈ A[x]. ðÕÓÔØ p | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ a. ôÏÇÄÁ A=pA | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ (ÔÁË ËÁË A ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ!), ÚÎÁÞÉÔ A=pA[x] | ÔÏÖÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÎÏ Œ A=pA[x] ÉÍÅÅÍ a = 0, ÚÎÁÞÉÔ g_1(x)h_1(x) = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÌÉÂÏ g_1(x) = 0, ÌÉÂÏ h_1(x) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ g_1(x) = pg_2(x) Œ A[x], ÌÉÂÏ h_1(x) = ph_2(x) Œ A[x]. óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁÛÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ p É ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) = g^′(x)h^′(x) Œ A[x], ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÝÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÐÕÓÔØ p_1(x) · · · · · p_r(x) = q_1(x) · · · · · q_s(x), ÇÄÅ p_i; q_j ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ Œ A[x]. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÏÎÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É Œ K[x], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÉÍÅÅÍ r = s É ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÉÍÅÅÍ p_i(x) = u_iq_i(x), ÇÄÅ u_i ∈ (K[x])^∗ = K^∗. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, a_ip_i(x) = b_iq_i(x), ÇÄÅ 0 ≠ a_i; b_i ∈ A É (a_i; b_i) = 1. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÌÅÍÍÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ a_i ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ b_i, ÌÉÂÏ q_i. îÏ ÐÅÒŒÏÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, Á ŒÔÏÒÏÅ | Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ q_i. úÎÁÞÉÔ, a_i | ÅÄÉÎÉÃÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, b_i | ÅÄÉÎÉÃÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. ëÏÌØÃÁ Z[x_1; : : : ; x_n] É K[x_1; : : : ; x_n] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 É ÓŒÏÊÓÔŒÕ Pf(A_n) = 1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎÏÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.5. 1. åÓÌÉ n = 1, ÔÏ Pf(A) = a_{12}.

2. åÓÌÉ n = 2, ÔÏ Pf(A) = a_{12}a_{34} − a_{13}a_{24} + a_{14}a_{23}. 1

2 þÁÓÔØ 2. ðÏÌÉŒÅËÔÏÒÙ

ìÅÍÍÁ 2.1. åÓÌÉ w ∈ ~^kV , Á ¸ ∈ V^∗, ÔÏ ev_{s;1}(w ⊗ ¸) = ± ev_{t;1}(w ⊗ ¸) ÐÒÉ ŒÓÅÈ 1 ⩽ s; t ⩽ k. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÎÚÏÒ ev_{s;1}(w ⊗ ¸) ∈ V^{⊗(k−1)} ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ s ¿ t É œ = (t; t+1; : : : ; s) (ÃÉËÌ). ôÏÇÄÁ ev_{s;1}(w⊗¸) = ev_{t;1}(œ(w)⊗¸) = ”(œ) ev_{t;1}(w⊗¸). äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ø ∈ S_{k−1} É ÐÕÓÔØ i_s : S_{k−1} → S_k ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ Œ s. ôÏÇÄÁ ø (ev_{s;1}(w ⊗ ¸)) = ev_{s;1}(i_s(ø )(w) ⊗ ¸) = ev_{s;1}(”(i_s(ø ))w ⊗ ¸) = ”(i_s(ø )) ev_{s;1}(w ⊗ ¸) = ”(ø ) ev_{s;1}(w ⊗ ¸). äÌÑ ŒÓÑËÉÈ w ∈ ~^kV É ¸ ∈ ~^mV^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ w ⊢ ¸ := ev_{1;1}(ev_{1;1}(: : : (ev_{1;1}(w ⊗ ¸)) : : : )) (min(m; k)-ÒÁÚ). ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ k ¿ m, ÔÏ w ⊢ ¸ ∈ ~^{k−m}V , ÅÓÌÉ k ¡ m, ÔÏ w ⊢ ¸ ∈ ~^{m−k}V^∗, Á ÅÓÌÉ k = m, ÔÏ w ⊢ ¸ ∈ K. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k ¿ m. ðÕÓÔØ i : S_{k−m} → S_k | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÎÁ 1; : : :; m. ôÏÇÄÁ ø (w ⊢ ¸)) = i(ø )(w) ⊢ ¸ = ”(i(ø ))w ⊢ ¸ = ”(ø )w ⊢ ¸. ìÅÍÍÁ 2.3. óÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ~^kV ⊗ ~^kV^∗ → K, (w; ¸) → w ⊢ ¸ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ É, ÚÎÁÞÉÔ, ~^kV^∗ ∼= (~^kV )^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (e_{i1} ∧ · · · ∧ e_{ik} ) ⊢ (e^{j1} ∧ · · · ∧ e^{jk} ) = ffi^{j1}_{i1} : : : ffi^{jk}_{ik} =k!. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. ðÒÉ k = 1 ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ V ⊗V^∗ → K, (w; ¸) → w ⊢ ¸ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ (w; ¸) → ¸(w). ìÅÍÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ w ∈ ~^kV , ¸_1 ∈ ~^{m1} V^∗, ¸_2 ∈ ~^{m2} V^∗ É m_1 + m_2 ⩽ k. ôÏÇÄÁ (w ⊢ ¸_1) ⊢ ¸_2 = w ⊢ (¸_1 ∧ ¸_2). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (w ⊢ ¸_1) ⊢ ¸_2 = ev(ev(w⊗¸_1)⊗¸_2) = ev(w⊗¸_1⊗¸_2), Á w ⊢ (¸_1∧¸_2) = ev(w⊗Alt(¸_1⊗¸_2)), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ev(w ⊗ ¸) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ¸ ∈ V^{∗⊗m}. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ œ ∈ S_m ⊂ S_k, ÔÏ ev(w ⊗ œ(¸)) = ev(œ^{−1}(w) ⊗ ¸) = ev(”(œ^{−1})w ⊗ ¸) = ”(œ) ev(w ⊗ ¸). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. k-ŒÅËÔÏÒ w ∈ ~^kV ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ w = v_1 ∧ · · · ∧ v_k, ÇÄÅ v_1; : : :; v_k ∈ V . úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.7. œÅËÔÏÒÙ v_1; : : :; v_k Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ k- ŒÅËÔÏÒÏÍ w, ÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÉÍÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ, ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ (ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ V , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ w ∧ v = 0). ìÅÍÍÁ 2.8. ðÕÓÔØ w ∈ ~^kV , v_1; : : : ; v_m ∈ V , ¸_1; : : : ; ¸_m ∈ V^∗ | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÎÁÂÏÒÙ. ôÏÇÄÁ w ∧ v_1 = · · · = w ∧ v_m = 0 ⇐⇒ w = w^′ ∧ v_1 ∧ · · · ∧ v_m, w ⊢ ¸_1 = · · · = w ⊢ ¸_m = 0 ⇐⇒ w ∈ ~^k(⟨¸_1; : : :; ¸_m⟩^⊥). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ Œ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ e_1 = v_1, : : : , e_m = v_m, Á ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÇÏ | ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ e^1 = ¸_1, : : : , e^m = ¸_m, É ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÓÌÏŒÉÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ w ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ ~^kV .

ìÅÍÍÁ 2.9. ðÕÓÔØ 0 ≠ w ∈ ~^kV . ôÏÇÄÁ ÒÁÎÇ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ V^{∗ w}−→ ~^{k−1}V ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ k, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w ÒÁÚÌÏÖÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ U | ÑÄÒÏ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÌÅÍÍÕ 2.8 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ w ∈ ~^k(U^⊥). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ dim U ¿ n−k, ÔÏ dim U^⊥ ¡ k É ~^k(U^⊥) = 0. åÓÌÉ ÖÅ dim U = n−k, ÔÏ ~^k(U^⊥) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ k-ŒÅËÔÏÒÏÍ v_1 ∧ · · · ∧ v_k, ÇÄÅ v_1; : : : ; v_k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ U^⊥.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ 0 ≠ w ∈ ~^kV . ôÏÇÄÁ ÒÁÎÇ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ ~^{k−1}V^{∗ w}−→ V ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ k, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w ÒÁÚÌÏÖÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (~^{k−1}V )^∗ ∼= ~^{k−1}V^∗ ÌÅÍÍÙ 2.3. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ∀¸_1 ∈ V^∗, ¸_{k−1} ∈ ~^{k−1}V^∗ ÉÍÅÅÍ (w ⊢ ¸_{k−1})(¸_1) = (w ⊢ ¸_{k−1}) ⊢ ¸_1 = w ⊢ (¸_{k−1} ∧¸_1) = ±w ⊢ (¸_1 ∧¸_{k−1}) = ±(w ⊢ ¸_1) ⊢ ¸_{k−1} = ±(w ⊢ ¸_1)(¸_{k−1}). ôÅÏÒÅÍÁ 2.11. k-ŒÅËÔÏÒ w ÒÁÚÌÏÖÉÍ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (k − 1)-ËÏŒÅËÔÏÒÁ ¸ ∈ ~^{k−1}V^∗ ÉÍÅÅÍ w ∧ (w ⊢ ¸) = 0. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: =⇒) ÏÞÅŒÉÄÎÏ | ÅÓÌÉ w = v_1 ∧ · · · ∧ v_k, ÔÏ w ⊢ ¸ ∈ ⟨v_1; : : : ; v_k⟩ É w ∧ (w ⊢ ¸) = 0. ⇐=) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ w ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ. ôÏÇÄÁ dim{ w ⊢ ¸ } ¿ k. œÙÂÅÒÅÍ k + 1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ v_1; : : :; v_{k+1} ∈ { w ⊢ ¸ }. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2.8, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ w = w^′ ∧ v_1 ∧ · · · ∧ v_{k+1}, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.12. õÒÁŒÎÅÎÉÑ w ∧ (w ⊢ ¸) = 0, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ k-ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ.