1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 9 08.04.2003

þÁÓÔØ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. K-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ æ : G → GL(V ; k). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ dim_K V .

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, K-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V K- ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ. ëÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÎÁÄ ËÁËÉÍ ÐÏÌÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÓÉÍŒÏÌ ÐÏÌÑ ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÓËÁÔØÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÁÓÔÏ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ É ÓÉÍŒÏÌ æ, É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Id : GL(V ) → GL(V ).

2. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ 1_G : G → GL(1; K), g → 1. 3. úÎÁËÏŒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ” : S_n → GL(1; K), œ → ”(œ). 4. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S_n → GL(V^{⊗n}).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ æ_1 → æ_2 | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V_1 → V_2, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ∀g ∈ G ÉÍÅÅÍ f ∘ æ_1(g) = æ_2(g) ∘ f. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ V_1 → V_2 ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ Hom_G(V_1; V_2). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Hom_G(V_1; V_2) | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hom(V_1; V_2).

ðÒÉÍÅÒ 1.4. åÓÌÉ T | (ËÏÓÏ)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ, ÔÏ K^T−→ V^{⊗n} | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ (ÚÎÁËÏŒÏÇÏ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_n Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 1.5. K-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Rep_G(K).

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ U | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ V , ÅÓÌÉ U | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g(U ) ⊂ U ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G. ðÒÅÄÓÔŒÁÌÅÎÉÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ËÒÏÍÅ 0 É V .

ðÒÉÍÅÒ 1.6. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ É ÚÎÁËÏŒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. œÏÏÂÝÅ, ŒÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

ðÕÓÔØ æ_U : G → GL(U ) É æ_V : G → GL(V ) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. ôÏÇÄÁ æ_U ⊕ æ_V : G → GL(U ⊕ V ), g(u; v) = (gu; gv) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ æ_U É æ_V .

ìÅÍÍÁ 1.7. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Rep_G.

ðÕÓÔØ f : U → V | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ker f ⊂ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ Œ U , Á Im f ⊂ V | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ Œ V . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(u) = 0, ÔÏ f(gu) = gf(u) = g0 = 0, Á ÅÓÌÉ v = f(u), ÔÏ gv = gf(u) = f(gu). îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ U ⊂ V | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V =U ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G: g(v + U ) = gv + gU = gv + U . ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ.

ìÅÍÍÁ 1.8. åÓÌÉ f : U → V | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÔÏ Im f ∼= U= Ker f.

ðÕÓÔØ U É V | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. æÏÒÍÕÌÙ g(u ⊗ v) = gu ⊗ gv É (gf)(u) = g(f(g^{−1}u)) ÚÁÄÁÀÔ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U ⊗ V É Hom(U; V ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË U^∗ := Hom(U; 1_G). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ. œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÕÓÔØ V | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÏŒ V^G ⊂ V ÆÏÒÍÕÌÏÊ V^G = { v ∈ V | gv = v ∀g ∈ G }.

ïÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ, Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ Sym_G =^1_{|G|} ∑ g∈G g ∈ End(V ).

ìÅÍÍÁ 1.9. åÓÌÉ char K ̸||G|, ÔÏ Sym_G ÑŒÌÑÅÔÓÑ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ V ÎÁ V^G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ÖÅ ËÁË É Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Sym ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ∀h ∈ G h ∘ Sym_G = Sym_G = Sym_G ∘h. 1

þÁÓÔØ 2. çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K[G] ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, Ó ÂÁÚÉÓÏÍ { e_g }_{g∈G}, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ( ∑ g∈G a_ge_g ) · ( ∑ h∈G b_he_h) = ∑ g;h∈G agbhegh . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K[G] ÑŒÌÑÅÔÓÑ K-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Sym_G ∈ K[G], ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ. ìÅÍÍÁ 2.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ K-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K[G]-ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ ÎÁ V ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ K[G]-ÍÏÄÕÌÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ( ∑ g∈G a_ge_g )v = ∑ g∈G a_g g(v). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ V | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ K[G], ÔÏ g(v) := e_g v ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ K[G]-ÍÏÄÕÌÅÊ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ, ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÑÄÒÁ É É ÏÂÒÁÚÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ, ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÑ, ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÁÌÅÇÂÒÏÊ K[G]. ïÄÎÁËÏ, ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ K[G]-ÍÏÄÕÌÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ G-ÍÏÄÕÌÑÍÉ.

ïÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ŒÓÑËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K[G], ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g( ∑ h∈G a_he_h) = ∑ h∈G a_he_{gh}, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ K[G]-ÍÏÄÕÌÀ ÒÁÎÇÁ 1. üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ G.

þÁÓÔØ 3. ôÅÏÒÅÍÁ íÁÛËÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ U ⊂ V ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ U^′ ⊂ V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ V = U ⊕ U^′.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G | ËÏÎÅÞÎÁ, Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ char K ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ |G|, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë U ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U^{′′} ⊂ V (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ p^{′′} : V → V (ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ U ŒÄÏÌØ U^{′′}). äÁÌÅÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ p^′ := Sym_G(p^{′′}) =^1_{|G|} ∑ g∈G gp^{′′}g^{−1}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ p^′ ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÅÎ, ÔÁË ËÁË hp^′h^{−1} =^1_{|G|} ∑ g∈G hgp^{′′}g^{−1}h^{−1} =^1_{|G|} ∑ g^′∈G g

′p^{′′}g^{′−1} = p^′, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, p^′_{|U} = Id_U , ÔÁË ËÁË p^′(u) =^1_{|G|} ∑ g∈G gp^{′′}g^{−1}u =^1_{|G|} ∑ g∈G gg^{−1}u =^1_{|G|} ∑ g∈G u = u, É ÎÁËÏÎÅÃ, Im p^′ = U , ÔÁË ËÁË Im gp^{′′}g^{−1} = U ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U^′ = Ker p^′. ôÏÇÄÁ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, U^′ | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË p^′(hu^′) = hp^′(u^′) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ h ∈ G, u^′ ∈ U^′, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, U^′ ∩ U = 0, ÔÁË ËÁË p^′_{|U} = Id_U , É ÎÁËÏÎÅÃ, dim U^′ + dim U = dim Ker p^′ + dim Im p^′ = dim V . úÎÁÞÉÔ V = U ⊕ U^′, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ðÒÉÍÅÒÙ 3.3. 1. ðÕÓÔØ G = Z, Á K = C . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A : V → V (Á ÉÍÅÎÎÏ, æ_A(k)v = A^kv). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ⇐⇒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

2. G = S_2, char K = 2, V = U^∗ ⊗ U^∗ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ U = K^{⊕2} ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.4. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÁÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÄ ÎÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G | ËÏÎÅÞÎÁ, Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ K ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ |G|, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ 3.6. ðÕÓÔØ G = { 1 }. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ¿ 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÄÎÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ!

þÁÓÔØ 4. ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ

œ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 4.1. (i) åÓÌÉ U É V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G, Á 0 ≠ f ∈ Hom_G(U; V ), ÔÏ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. (ii) ðÕÓÔØ V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, Á f ∈ End_G(V ). åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ f = ˘ Id_V , ˘ ∈ K, ÔÏ ÅÓÔØ End_G(V ) = K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Ker f ⊂ U É Im f ⊂ V | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ Ker f = U , ÔÏ f = 0. åÓÌÉ Im f = 0, ÔÏ ÔÁËÖÅ f = 0. úÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ U É V ÉÍÅÅÍ Ker f = 0, Im f = V , ÔÏ ÅÓÔØ f ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. úÎÁÞÉÔ, f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1}. îÁËÏÎÅÃ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ f^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ G-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë f, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

(ii) ôÁË ËÁË K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ˘ ∈ K. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ f − ˘ Id_V ÑŒÌÑÅÔÓÑ G-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÑÄÒÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, f = ˘ Id_V .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2. œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ K ÞÁÓÔØ (ii) ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ End_G(V ) | ÔÅÌÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉ (ii) ÐÏ ÓÕÔÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏŒÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÔÅÌ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.3. (i) åÓÌÉ U É V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G É U ≁= V , ÔÏ Hom_G(U; V ) = 0. (ii) åÓÌÉ U ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, Á K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ Hom_G(U^{⊕m}; U^{⊕n}) ∼= Mat_{n×m}(K)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ V | ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, É V = ⊕V_p | ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ æ : G → GL(U ) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, Á V_æ | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ V_p, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ æ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ V_æ | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ V É V = ⊕_æV_æ (ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ËÌÁÓÓÁÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ).

ìÅÍÍÁ 4.4. ðÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V_æ ⊂ V ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ, Á ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ V = ⊕V^′_q | ÄÒÕÇÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_{pq} : V^′_q → V → V_p | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ŒÌÏÖÅÎÉÑ É ÐÒÏÅËÃÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍ Œ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ f_{pq} | G-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ f_{pq} ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ V_p ≁= V_q . ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÏÅ V^′_q , ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ æ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ V_æ. úÎÁÞÉÔ, V^′_æ ⊂ V_æ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, V_æ ⊂ V^′_æ , ÔÏ ÅÓÔØ V_æ = V^′_æ .

ðÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V_æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÉ V . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ, ÐÒÉÞÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ, mult_æ(V ), ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.5. œÓÑËÏÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÉÚÏÔÅÐÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: V = ⊕_ææ^{⊕ multæ(V )}.

ðÒÉÍÅÒ 4.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S^nV É ~^nV | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ É ÚÎÁËÏŒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ S_n Œ V^{⊗n}.

ìÅÍÍÁ 4.7. ðÕÓÔØ V É W | ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, Á f : V → W | G-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ æ ÉÍÅÅÍ f(V_æ ) ⊂ W_æ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÚÌÏÖÉÍ V É W Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ûÕÒÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉŒ ÞÅÒÅÚ f_æ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ V_æ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ f = ⊕_æf_æ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.8. åÓÌÉ V É W | ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ Hom_G(V; W ) = ∏ æ Mat_{multæ(W )×multæ(V )}(K). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, mult_æ(V ) = dim Hom_G(æ; V ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ, ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. üÔÉÍ ÍÙ É ÚÁÊÍÅÍÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ.