œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÏÔ ALG. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. úÁÄÁÎÉÅ Ć 4

ðÒÉÍÅÒÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ

4⋄1 (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ). äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ I = (i_1; i_2; : : : ; i_k) ⊂ {1; 2; : : : ; n} ŒÏÚ- ÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÐÏÌÏÖÉÍ #I^{def}= k, |I|^{def}= ∑ i_˚ , ^I^{def}= {1; 2; : : : ; n} \ I. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ I, K ÉÚ #I = #K = k Åč ÓÔÒÏË ŒÙÐÏÌÎÑ- ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ: ∑ J (−1)^{|K|+|J|}A_{IJ} A_{^K ^J} = ffi_{IK} · det(A) (ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ

ÎÁÂÏÒÁÍ J ÉÚ #J = k ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÞÅÒÅÚ A_{IJ} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÓÔÒÏËÁÈ I É ÓÔÏÌÂÃÁÈ J, Á ffi_{IK} | ffi-ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ).

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_I^{def}= e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{ik} ∈ ~^kV ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_1; e_2; : : : ; e_n}; ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ I, K Ó #I = n − #K ŒÙÒÁÚÉÔÅ e_I ∧ e_K ÞÅÒÅÚ e_1 ∧ e_2 ∧ · · · ∧ e_n É ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ, ŒÏ ÞÔÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ (e_1; e_2; : : : ; e_n) −→ A · (e_1; e_2; : : : ; e_n).

4⋄2. œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ n × n - ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ):

Á) ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ

@^m det A @a_{i1 j1} @a_{i2j2} · · · @a_{im jm} Â) ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ t_{pq}(A; B) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ôÅÊÌÏÒÁ:

det(˘A + ¯B) = ∑ p+q=n

t_{pq}(A; B) · ˘^p¯^q

õËÁÚÁÎÉÅ. ÓÒÁŒÎÉÔÅ t_{pq} (A; B) Ó tr ( ~^pA · ^~^q B

)_{def} = ∑ IJ: #I=#J=p

(−1)^{|I|+|J|}A_{IJ} B_{^I ^J}

4⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ! ∈ ~^mV ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: Á) dim Span ! = m, ÇÄÅ Span ! = ⋂ (U ⊂ V | ! ∈ ~^mU);

Â) ! ∧ v = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ Span !; Œ) ! ÒÁÚÌÏÖÉÍ, Ô. Å. ! = v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_m Ó v_˚ ∈ V . 4⋄4 (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ Gr(m; V ) ÐÒÉ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ Œ P(~^mV ) ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

m+1∑ ˚=1 (−1)^{˚+¯} · !_{j1:::j˚−1j˚+1:::jm+1} · !_{k1:::k¯−1j˚ k¯:::km−1} = 0

ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ !_I ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! = ∑ !_I e_I (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ J, K, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ #J = (m + 1), #K = (m − 1); ÎÁÂÏÒÙ (j_1 : : : j_{˚−1}j_{˚+1} : : : j_{m+1}) = J \ {j_˚ } É (k_1 : : : k_¯j_˚ k_{¯+1} : : : k_{m−1}) = K ∪ {j_˚ }, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ j_˚ ÉÚ J É ŒÓÔÁŒËÏÊ ÅÇÏ Œ K, ÔÁËÖÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ).

4⋄5. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I, J ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉ- ÎÉÃÅÊ Á) √ IJ = √ I ∩ J Â) √ IJ = √ I √ J Œ) (I = √ I & J = √ J) ⇒ IJ = √ IJ 4⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C^2 , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÏÞÅË É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ^1.

4⋄7. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ V (J) É ÉÄÅÁÌ I(V (J)), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀ- ÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÓÀÄÕ ÎÁ V (J), ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÏŒ Á) J = (xy + yz + zx; x^2 + y^2 + z^2) Â) J = (x^2 + y^2 − 1; y − 1) Œ) J = (xy; (x − y)z) Ç) J = (xy; yz; zx) 4⋄8. ðÕÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ mB ≠ B ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A.

4⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË Z-ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÎÅÞÎÏ. 4⋄10^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ Œ C [x_0 ; x_1; x_2; x_3] ŒÓÅÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÄÏÌØ ËÕÂÉËÉ œÅÒÏÎÅÚÅ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÏÖÄčÎ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.

1ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ C^2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÉÇÕÒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÏÄÎÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ