úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 15 ÁÐÒÅÌÑ 2003 Ç.

1. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ (ÎÁÄ C ) ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ a) Z=nZ; b) S_3; c) H = { ±1; ±i; ±j; ±k } ⊂ H; d) ÄÉÜÄÒÁ.

2. ïÐÉÛÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ S_n.

4. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÇÒÕÐÐ a) S_3; b) S_4.

5. ðÕÓÔØ æ | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, e_æ =^1_{|G|} ∑ g∈G Ø_æ(g^{−1})g ∈ K[G], É K = K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) e_æ ∈ Z(K[G]); b) e_æ | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ.

6. ðÕÓÔØ V { ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~^pV É S^pV | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ V^{⊗p}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b) Ø_S2_V (g) = (Ø_V (g)^2 + Ø_V (g^2))=2, Ø_�2_V (g) = (Ø_V (g)^2 − Ø_V (g^2))=2; c) ÅÓÌÉ n_1(œ); : : : ; n_p(œ) | ÄÌÉÎÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ œ, ÔÏ Ø_�p_V (g) =^1_{p!} ∑ œ∈S_p ”(œ)ØV (g n_1(œ)) : : : Ø

V (g^{np(œ)}).

7. ðÕÓÔØ V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ⇐⇒ Ø_V = Ø_V . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b) V ∼= V^∗; c) B ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ; d) B ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ; e) B ÌÉÂÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÌÉÂÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ; f) B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ⇐⇒ ∑ g∈G Ø_V (g^2) = |G|;

g) B ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ⇐⇒ ∑ g∈G Ø_V (g^2) = −|G|.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) V | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÄ R =⇒ V^∗ ∼= V ; b) V | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÄ C =⇒ V^∗ ∼= V .

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ U | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ R, ÔÏ V = U_C | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ C , ÐÒÉÞÅÍ V ∼= V^∗ ∼= V ; b) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V ÇÒÕÐÐÙ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ŒÉÄÁ U_C ⇐⇒ ÎÁ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ.

10^1. ðÕÓÔØ U | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ End_G(U ) = R, ÔÏ U_C = V ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ C É Ø_U = Ø_V ; b) ÅÓÌÉ End_G(U ) = C , ÔÏ U_C ∼= V ⊕ V^∗, V ≁= V^∗ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ C É Ø_U = Ø_V + Ø_V ; c) ÅÓÌÉ End_G(U ) = H, ÔÏ U_C ∼= V ⊕ V , V ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ C É Ø_U = 2Ø_V .

11. ðÕÓÔØ V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ Ø_V = Ø_V É ∑ g∈G Ø_V (g^2) = |G|, ÔÏ V ∼= U_C, U | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ R É Ø_U = Ø_V ;

b) ÅÓÌÉ Ø_V ≠ Ø_V , ÔÏ V ⊕ V^∗ ∼= U_C, U | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ R É Ø_U = Ø_V + Ø_V ; c) ÅÓÌÉ Ø_V = Ø_V É ∑ g∈G Ø_V (g^2) = −|G|, ÔÏ V ⊕ V ∼= U_C, U | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ R É Ø_U = 2Ø_V .

12. ïÐÉÛÉÔÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÄ R ÇÒÕÐÐ a) Z=nZ; b) S_3; c) H = { ±1; ±i; ±j; ±k } ⊂ H.

13. åÓÌÉ G | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ^G := Hom(G; S^1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÏ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÕ Ë G. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ a) ^G × H ∼= ^G × ^H; b) ^Z=nZ∼= ¯_n(C ), ^¯_n(C ) ∼= Z=nZ; c) ^^G ∼= G; d) ^Z∼= S^1, ^S^1 ∼= Z. e) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ C -ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ ^G É ŒÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ (ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ).

14. (óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ íÁËËÅÑ) ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ SL(2; C ), V_1; : : : ; V_n | ŒÓÅ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, Á L | ÅÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a_{ij} = mult_{Vi} (V_j ⊗ L). ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ G | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÍÁÔÒÉÃÁ C = (2ffi_{ij} − a_{ij} ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ; b) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ C ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ; c) ŒÅËÔÏÒ Ó ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÍÉ x_i = dim V_i ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ C; d) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ É a_{ij} ÒÅÂÒÁÍÉ ÍÅÖÄÕ i-ÏÊ É j-ÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ. e) óÏÔÒÉÔÅ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ, É ŒÓÅ ÒÅÂÒÁ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÅ. f^∗) ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÔÅ ÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÄÌÑ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ËÕÂÁ É ÏËÔÁÜÄÒÁ.

çÒÁÆÙ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ Œ ÐÕÎËÔÁÈ (d), (e) É (f) ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ- ÃÉÉ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ äÙÎËÉÎÁ.

1ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (ÅÓÌÉ L | ÔÅÌÏ ÎÁÄ R, ÔÏ ÉÌÉ L = R, ÉÌÉ L = C, ÉÌÉ L = H) É ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ End_G(U ) ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍÉ Œ ÚÁÄÁÞÅ ÓÌÕÞÁÑÍÉ