úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 11 ÍÁÒÔÁ 2003 Ç.

1. (ëÒÉÔÅÒÉÊ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ) ðÕÓÔØ G | ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g. ðÕÓÔØ ´_k | ÅÅ ÍÉÎÏÒ ÎÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÔÏÌÂÃÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ ´_1; : : : ; ´_n ≠ 0, ÔÏ r_− ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1 = ´_0; ´_1; : : : ; ´_n; b) g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ⇐⇒ ´_1; : : :; ´_n > 0.

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R[x] Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1; x; x^2; x^3; : : : É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÙ a) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ) P_n(x) =^{dn}_{dxn} [(1 − x^2)^n], ÅÓÌÉ P · Q =

∫_1 −1 P (x)Q(x) dx;

b) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ) ô_n(x) = cos(n arccos x), ÅÓÌÉ P · Q =

∫_1 −1 P (x)Q(x)^{dx√}_{1−x2} ;

c) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÁÇÇÅÒÁ) P_n(x) = e^{x dn}_{dxn} [e^{−x}x^n], ÅÓÌÉ P · Q = ∫_∞ 0 P (x)Q(x)e^{−x} dx;

d) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ üÒÍÉÔÁ) P_n(x) = e^{x2 dn}_{dxn} [e^{−x2} ], ÅÓÌÉ P · Q = ∫_∞ −∞ P (x)Q(x)e^{−x2} dx.

3. (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ) a) ∑ x_iy_i ⩽ √∑ x^2_i √∑ y^2_i ; b) ∑ a_ix_iy_i ⩽ √∑ a_ix^2_i √∑ a_iy^2_i , a_i > 0; c) ∫ f(x)g(x) dx ⩽ √∫ f(x)^2 dx √∫ g(x)^2 dx. d) ∫ f(x)g(x)p(x) dx ⩽ √∫ f(x)^2p(x) dx √∫ g(x)^2p(x) dx, p(x) > 0.

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Mat_{n×n}(R) ÆÏÒÍÕ Tr(AB). îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ a) ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÕÌØ; b) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ; c) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ; d) (ÓÔÒÏÇÏ) ŒÅÒÈÎÅ- ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ Ë ÜÔÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ a) Tr(AB^T ) ÎÁ Mat_{n×n}(R); b) Tr(A —B^T ) ÎÁ Mat_{n×n}(C ).

6. äÏËÁÖÉÔÅ a) SO(2; R) ∼= U(1) ∼= S^1; b) SO(1; 1; R) ∼= R× { ±1 }; c) O(n; R)= SO(n; R) ∼= { ±1 }; d) U(n)= SU(n) ∼= S^1; e) SU(2)={ ±1 } ∼= SO(3; R); f) SU(2) ∼= S^3.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) O(n) ∼= { A | A^T A = E }, U(n) ∼= { A | —A^T A = E }; b) ÇÒÕÐÐÁ O(V; g; R) (ÓÏÏÔŒ. U(V; h)) ËÏÍÐÁËÔÎÁ ⇐⇒ ÆÏÒÍÁ g (ÓÏÏÔŒ. h) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.