îíõ, 1 ËÕÒÓ 26.02.2003

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ

îÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R. æÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖ : E → [0; +∞) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ E, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1. ‖x‖ = 0 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x = 0, 2. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ E, 3. ‖ffx‖ = |ff|‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff ∈ R É x ∈ E.

ðÒÉÍÅÒÙ. îÁ ÐÅÒŒÏÍ ÚÁÎÑÔÉÉ ÍÙ ŒŒÅÌÉ 3 ÎÏÒÍÙ ÎÁ R^n: ‖ · ‖_2, ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_∞.

åÓÌÉ ‖ · ‖ { ÎÏÒÍÁ ÎÁ E, ÔÏ ÎÁ E ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÍÅÔÒÉËÁ) æ(x; y) = ‖x − y‖. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ‖ · ‖^′ É ‖ · ‖^{′′} { ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ E. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ a; b ¿ 0, ÞÔÏ a‖x‖^′ ≤ ‖x‖^{′′} ≤ b‖x‖^′ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁ R^n ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ L(R^n; R^m) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ R^n Œ R^m (ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R^{nm}). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÎÏÒÍÙ ÎÁ R^n É R^m É ÐÏÌÏÖÉÍ ‖T ‖ = sup_{‖x‖≤1} ‖T x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T ∈ L(R^n; R^m).

úÁÄÁÞÁ 3. 1. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ ÎÁ L(R^n; R^m).

2. ðÕÓÔØ R^{n T}−→ R^{m S}−→ R^p | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ; ÔÏÇÄÁ ‖ST ‖ ≤ ‖S‖‖T ‖. 3. åÓÌÉ ff: L(R^n; R^n) → R É ff(H) = o(AH) ÐÒÉ H → 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÔÏ ff(H) = o(H).

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n É ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; f_2 : U → R.

1. ðÕÓÔØ f_1 É f_2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ U , f_2(x_0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ f_1=f_2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ x_0. 2. ðÕÓÔØ f_1 É f_2 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ U , f_2(x_0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ f_1=f_2 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0 É d ( f_1 f_2 ) (x_0) = f_2(x_0)df_1(x_0) − f_1(x_0)df_2(x_0) f_2(x_0)^2 : úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ Œ : U → V | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, x ∈ U , y = Œ(x), dŒ(x) : T_xU → T_yV | ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ É ¸ ∈ T_xU . âÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ¸(f) ŒÍÅÓÔÏ^{@f}_{@¸} (x) (ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÕÞÛÅ | ÓÍ. ÐÒÏÛÌÏÅ ÚÁÎÑÔÉÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (dŒ(x)¸)(f) = ¸(f ∘ Œ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f: V → R.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ fl : (−”; ”) → U { ËÒÉŒÁÑ, fl(0) = x, fl^′(0) = ¸ | ÅÅ ŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ. œÅËÔÏÒÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÁËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ dŒ(x)¸?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U; V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ : U → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ C^p- ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, Œ ∈ C^p É Œ^{−1} ∈ C^p.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ M; U ⊂ R^n { ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Œ : M → U { ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, (y^1; : : : ; y^n) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ U . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ ~y^i = y^i ∘ Œ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ M . ðÕÓÔØ x ∈ M É f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d~y^1(x); : : : ; d~y^n(x) { ÂÁÚÉÓ Œ T^∗_x M É ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ df(x) ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ (ÏÂÙÞÎÙÍÉ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ M . úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ f ∈ C^2(R^2). œÙÒÁÚÉÔÅ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ:

1. x^{@f}_{@x} + y^{@f}_{@y} ;

2. y^{@f}_{@x} − x^{@f}_{@y} ;

3. ´f =^{@2f}_{@x2} +^{@2f}_{@y2} (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ).

úÁÄÁÞÁ 9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÓÔÒÕÎÙ (ÇÄÅ u(x; t) : R^2 → R):

@^2u @t^2

= a^2

@^2u @x^2 : (çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = u(x; t) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t | ÜÔÏ ÐÒÏÆÉÌØ ÓÔÒÕÎÙ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t). Á) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (õËÁÚÁÎÉÅ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸ = x − at, ȷ = x + at).

Â) ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: { u(x; 0) = u_0(x) @u @t (x; t) |_{t=0} = v_0(x):

îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ.

Œ) ðÕÓÔØ v_0 = 0, Á u_0 ÚÁÄÁÎÁ ÇÒÁÆÉËÏÍ (ÓÍ. ÒÉÓ.). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÐÒÏÆÉÌØ ÓÔÒÕÎÙ Œ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ t_k =^{kl}_{4a} (k = 0; : : : ; 5).