îíõ, 1 ËÕÒÓ 19.03.2003

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ

üËÓÔÒÅÍÕÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 1. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ: 1) x^2 + y^2 ÐÒÉ xy = 1 , 2) xy ÐÒÉ x^2 + y^2 = 1 , 3) xy ÐÒÉ 2x^2 + 8y^2 − x^2y^2 = 0 , 4) x + y + z ÐÒÉ^1_x +^4_y +^9_z = 1 , 5) x^2 + 2y^2 + 3z^2 ÐÒÉ x^2 + y^2 + z^2 = 1.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ a.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ŒÒÁÝÅÎÉÉ ÏËÏÌÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÔÅÌÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 4. ïËÏÌÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 2a, 2b É 2c ÏÐÉÛÉÔÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÆÕÎËÃÉÉ f(x; y) =^n ∑ i=1 x_iy_i ÐÒÉ^n ∑ i=1 x^2_i =^n ∑ i=1 y^2_i = 1.

úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) =^n ∑ i=1 a_ix_i ÐÒÉ^n ∑ i=1 |x_i|^p = 1 (p ¿ 1). (ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÄÏÌÖÎÏ

ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅËÏÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ ÏÔŒÅÔ ŒÙÇÌÑÄÅÌ ÂÏÌÅÅ ËÒÁÓÉŒÏ, ŒŒÅÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ q, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ^1_p +^1_q = 1.)

úÁÄÁÞÁ 7. (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ). (∑ i |x_i + y_i|^p

)_{1=p} ⩽ (∑ i |x_i|^p

)_{1=p} + (∑ i |y_i|^p

)_{1=p}

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ R^n É p ≥ 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x → ‖x‖_p = (∑ i |x_i|^p

)_{1=p} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ R^n ÐÒÉ ŒÓÅÈ p ≥ 1.

úÁÄÁÞÁ 8. (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ).^{x1+:::+xn}_n ⩾^n √ x_1 : : : x_n ÐÒÉ x_i ⩾ 0.

úÁÄÁÞÁ 9. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ∑ a_{ij}x_ix_j (ÇÄÅ a_{ij} = a_{ji}) ÐÒÉ ∑ x^2_i = 1.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ A: R^n → R^n | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á R^n ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. ëÁË ÉÓËÁÔØ ÎÏÒÍÕ A? (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ‖A‖ = sup_{‖x‖⩽1} ‖Ax‖).

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ M = {x ∈ R^n : f_i(x) = 0 ∀i = 1; : : : ; m}, ÐÒÉÞÅÍ rk_x(f_1; : : : ; f_m) = m ÐÒÉ x ∈ M (ÔÁË ÞÔÏ M | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^n). ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, L(x) = f(x) − ∑ i ˘_if_i(x) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ, É dL(x_0) = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ M . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ H_L(h) = ∑ i;j @^2L @x_i@x_j (x0)h

ih^j (h ∈ T_{x0} R^n) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ M ÉÍÅÔØ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ Œ ÔÏÞËÅ x_0?

úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^2, É ÐÕÓÔØ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ x_0 ∈ R^2, ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ x_0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x_0 { ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f? úÁÄÁÞÁ 13. (úÁÄÁÞÁ çÀÊÇÅÎÓÁ) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÉ ÛÁÒÁ ÍÁÓÓÙ M , ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔØ v_0, É ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÍÁÓÓÙ m ÐÏ- ÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ^{2Mv0}_{m+M} . ðÒÉ ÚÁ- ÄÁÎÎÙÈ M; m É v_0 ÐÏÄÂÅÒÉÔÅ ÍÁÓÓÙ m_1; : : : ; m_n ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÛÁÒÏŒ (ÓÍ. ÒÉÓ.) ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÛÁÒÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÊ. þÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ÞÉ- ÓÌÁ ÛÁÒÏŒ n?

úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ U | ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ D : C^∞(U ) → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÅÞÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ U , ÅÓÌÉ D(fg) = D(f)g(x_0 ) + f(x_0)D(g) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ C^∞(U ).

1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ¸ ∈ T_{x0} U ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f →^{@f}_{@¸} (x_0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÅÞÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ¸ →^@_{@¸} (x_0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ T_{x0} U É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ Œ x_0.

úÁÄÁÞÁ 15. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ Ø : C^∞(U ) → RÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(U ), ÅÓÌÉ Ø(fg) = Ø(f)Ø(g) ÄÌÑ ŒÓÅÈ f; g ∈ C^∞(U ). õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ U É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ C^∞(U ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ A = C^∞(U ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÓÅÂÅ ŒÓÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ËÁË ÏÂ U , ÔÁË É Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ U .