27.02.03. ìÉÓÔÏË 3. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ, ËÒÉŒÉÚÎÁ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 1. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ x^2 + y^2 + z^2 = 1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (Œ; ):

x = cos cos Œ; y = cos sin Œ; z = sin :

œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Œ, ÎÁÊÔÉ

Á) ÐÅÒŒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (ÍÅÔÒÉËÕ). Â) ŒÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ N = (N_x(Œ; ); N_y(Œ; ); N_z(Œ; )).

Œ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ œÁÊÎÇÁÒÔÅÎÁ L, ŒÔÏÒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÇÁÕÓÓÏŒÕ É ÓÒÅÄÎÉÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ. Ç) ÎÁÊÔÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ (D @_{@Œ}^@_{@Œ} =?, D @_@^@_{@Œ} =?, D @_{@Œ}^@_@ =?, D @_@^@_@ =?).

Ä) œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ @=@Œ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÍÅÔÒÉËÉ ŒÄÏÌØ @=@Œ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÅÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. òÅÛÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÔÏÒÁ

x = (R + r cos ) cos Œ; y = (R + r cos ) sin Œ; z = r sin :

úÁÄÁÞÁ 3. [õÒÁŒÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ-ìÁÇÒÁÎÖÁ] ðÕÓÔØ L(t; x^1; : : : ; x^n; y^1; : : : ; y^n) = L(t; x; y) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ 2n + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÅ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÏÍ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_1; : : :; x_n) (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ x(a) = x_0, x(b) = x_1):

L(x(t)) =

∫_b a L(t; x; _x)dt:

äÏËÁÚÁÔØ: x(t) | ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ ÔÉÔÔË d dt @L @ _x^i = @L @x^i

; 1 ≤ i ≤ n:

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ g_{ij} | ÔÅÎÚÏÒ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ìÁÇÒÁÎÖÉÁÎÁ:

L_1 = √ g_{ij} _x^i _x^j; L_2 = 1 2 g_{ij} _x^i _x^j:

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÁ L_2 ÅÓÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L_1. Â) äÁÔØ ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ.

ðÒÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌØÚÁ: õÒÁŒÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ-ìÁÇÒÁÎÖÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÉÈ -x^i + `^i_{jk} _x^j _x^k = 0:

üÔÏ ÄÁÅÔ ÍÅÔÏÄ, ÚÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÕ, ÂÙÓÔÒÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ `^i_{jk}.

çÒÕÐÐÙ ÇÏÌÏÎÏÍÉÉ

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÔÉ ÇÒÕÐÐÕ ÇÏÌÏÎÏÍÉÉ ËÏÎÕÓÁ:

Á) x^2 + y^2 =^{z2}_{a2} , z ¿ 0;

Â)^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} =^{z2}_{c2} , z ¿ 0 (ðÒÅÄSSÑŒÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÏÂÈÏÄÁ).

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÇÏÌÏÎÏÍÉÉ ÌÀÂÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ O(2).

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÁÕÓÓÏŒÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÇÏÌÏÎÏÍÉÉ ÅÓÔØ SO(2).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ôÅÎÚÏÒÏÍ ËÒÉŒÉÚÎÙ (ÜÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒ ÔÉÐÁ (1,3)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ X, Y , Z ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ R(X; Y )Z = D_X D_Y Z − D_Y D_X Z − D_{[X;Y ]}Z (ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÔÅÎÚÏÒÅ).

úÁÄÁÞÁ 8. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ —D_X —D_Y Z − —D_Y —D_X Z − —D_{[X;Y ]}Z = 0, ÄÏËÁÖÉÔÅ:

Á) ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÒÉŒÉÚÎÙ:

R(X; Y )Z = ⟨LY; X⟩ LX − ⟨LX; Z⟩ LY; ÇÄÅ L | ÏÐÅÒÁÔÏÒ œÁÊÎÇÁÒÔÅÎÁ.

Â) ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÄÁÃÃÉ-íÁÊÎÁÒÄÉ: D_X L(Y ) − D_Y L(X) − L([X; Y ]) = 0:

Œ) ÏÐÉÓÁÔØ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ É ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÄÁÃÃÉ-íÁÊÎÁÒÄÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ.

úÁÄÁÞÁ 9. [Theorema egregium] äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ x = x(u; v), y = y(u; v), z = z(u; v) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ⟨R(@=@u; @=@v)@=@u; @=@v⟩ (ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÂÕÄÕÔ ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÙÅ, ÌÉÂÏ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ). œÙÒÁÚÉÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÞÅÒÅÚ ÍÅÔÒÉËÕ g_{ij} É ÇÁÕÓÓÏŒÕ ËÒÉŒÉÚÎÕ K. úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ R^3 x = x(x^1; x^2); y = y(x^1; x^2); z = z(x^1; x^2);

É ÎÁ ÎÅÊ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ x^i(t), i = 1; 2 Œ R^3, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ U . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ´Œ = ∫∫ U K √ gdx^1 ∧ dx^2

ÅÓÔØ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÏÂÎÏÓÅ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ x^i(t).