7. óŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ (3 ÁÐÒÅÌÑ 2003)

óŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ¸ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÌÁÄËÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ X ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n É ÇÌÁÄËÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ s ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ¸ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ∇_X (s) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ¸ ÔÁË, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ X É s É ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ∇_X (fs) = f∇_X (s) + (Xf)s.

1. ðÕÓÔØ ∇^1 É ∇^2 | ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ¸; ˘ É ¯ | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˘∇^1 + ¯∇^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˘ + ¯ = 1.

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ R^n. óÅÞÅÎÉÅ s ÚÁÄÁčÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ n ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ s^1, : : : , s^n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ s(x) = ∑ s^i(x)e_i(x). ðÏÌÏÖÉÍ ∇_X (s) = ∑ (Xs^i)e_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁčÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ∇_X (s) Œ ÔÏÞËÅ p ∈ M^n ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ X É s ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ p.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÄ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M^n ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ d-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ¸ ÎÁÄ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ U Œ R^n. ðÕÓÔØ e_1, : : : , e_d | ÂÁÚÉÓ ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ¸, ”_1, : : : , ”_n | ÂÁÚÉÓ R^n, ∇ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ¸. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ `^i_{jk}(x), ÇÄÅ i; j = 1; : : : ; d É k = 1; : : :; n, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ∇_{”j} e_k É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ e_1, : : : , e_d: ∇_{”k} e_j = ∑ i `^i_{jk}e_i.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ `^i_{jk} (ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇.

6. ðÕÓÔØ `^i_{jk} É ~`^r_{st} | ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x É y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

~`^r_{st} @x^i

@y^r = @x^j @y^s · @x^k @y^t

`^i_{jk} +

@^2x^i @y^s@y^t : 7. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl, ÅÓÌÉ ∇_{fl̇} (s) = 0 Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÉŒÏÊ fl. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

ds^j dt + dx^i dt `^j_{ki}s^k = 0; j = 1; : : : ; dim¸:

ðÕÓÔØ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^n ÚÁÄÁÎÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇. ëÒÉŒÕÀ fl ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ∇), ÅÓÌÉ ∇_{fl̇} ( _fl) = 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ fl. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÏ- ÓÉÔÓÑ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl.

8. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÞÅÒÅÚ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ).

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M^n ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÎÕÌÑ Œ T_xM^n ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ exp_x ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ U É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÔÏÞËÅ x ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n.

óŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÄ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ U Œ R^n ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ! = (!^j_i ), ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ U . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ e_1, : : : , e_d | ÂÁÚÉÓ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ¸, e | ÓÔÏÌÂÅÃ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e_1, : : : , e_d. ôÏÇÄÁ ∇e_i = !^j_i ⊗ e_j , ÐÏÜÔÏÍÕ ∇e = ! ⊗ e. íÁÔÒÉÃÕ ! ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ: `^i_{jk} = !^i_j(”_k), ÇÄÅ ”_1, : : : , ”_n | ÂÁÚÉÓ R^n.

11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ e^′ = ge, ÇÄÅ g | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÓÅÞÅÎÉÊ ÔÏÖÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ !^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ !^′ = dg · g^{−1} + g!g^{−1}.