ïÓÎÏŒÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÚÁÎÑÔÉÅ 1.

11 ÆÅŒÒÁÌÑ 2003 ÇÏÄÁ.

ëÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÅÊ F^i; i ∈ ZÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ d^i : F^i → F^{i+1}; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ d^i ∘ d^{i−1} = 0: þÔÏÂÙ ÎÅ ŒÏÚÉÔØÓÑ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ (ÓÞÉÔÁÑ A ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 0) ÇÒÁÄÕ- ÉÒÏŒÁÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ F = ⨁ i F^i Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ d = diag(d^i) ÓÔÅÐÅÎÉ 1;

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ d^2 (Œ ÓÍÙÓÌÅ d ∘ d) ÒÁŒÎÏ 0: ôÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÍ F_i := F^{−i}; ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÁË ŒÅÒÈÎÉÍÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ, ÔÁË É ÎÉÖÎÉÍÉ ÕÂÙŒÁÀÝÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. þÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ F^i = 0 ÄÌÑ i ≫ 0 ÉÌÉ i ≪ 0:

ðÒÉÍÅÒÙ:

1) ãÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÏÔ- ÓÀÄÁ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ĂËÏÍÐÌÅËÓĄ).

2) ëÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ (ÐÏÜÔÏÍÕ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ).

3) ðÕÓÔØ M | A-ÍÏÄÕÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÁË ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏ- ÞÅÎÎÙÊ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, É ÐÏÌÏÖÉÍ d = 0: ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÄÕÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ.

4) ëÏÍÐÌÅËÓ ëÏÚÀÌÑ: ÐÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, M = A^n | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ (ÄÁÌÅÅ | ëð) ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ⋀ M | ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á m ∈ M: ôÏÇÄÁ ⋀ M | ÜÔÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, Á ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ m | ÅÇÏ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ K(m):

5) óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ:

Á) A = k[x]; F_i = A ÐÒÉ i = 0; 1; F_i = 0 ÉÎÁÞÅ, d_1 | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ x; Â) A = k[x]=(x^2), F_i = A ÐÒÉ i ⩾ 0; F_i = 0 ÉÎÁÞÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ x;

Œ) A = k[x; y; z]; F | ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÚÀÌÑ ÄÌÑ m = (x; y; z) ∈ M = A^3:

6) óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k: ðÏÌÏÖÉÍ B_i ÒÁŒÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÎÁÄ ki + 2 ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ A ÐÒÉ i ⩾ 0; B_i = 0 ÉÎÁÞÅ.

d_i(x_0 ⊗ · · · ⊗ x_{i+1}) = i∑ k=0 (−1)^kx_0 ⊗ · · · ⊗ x_kx_{k+1} ⊗ · · · ⊗ x_{i+1}:

1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ.

çÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (F; d) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ H^i(F ) ÇÒÁÄÕÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ H(F ) = Ker d= Im d (ÉÌÉ ŒÅÓØ ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ). (ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÅÊ Ker d É Im d ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÉËÌÁÍÉ É ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. åÓÌÉ ÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ H^i(F ) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÎ (ÉÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ(-ÏÊ) (Œ i-Í ÞÌÅÎÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ i).

2. îÁÊÄÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5.

íÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ’ : (F; d_F ) → (G; d_G) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ’ : F → G ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’d_F = d_G’:

3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. 4. ðÕÓÔØ ’ : M → N | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ëÏÚÀÌÑ K(m) → K(’(m)):

íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ’ : (F; d_F ) → (G; d_G) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ h : F → G ÓÔÅÐÅÎÉ −1; ÞÔÏ ’ = d_Gh + hd_F : äŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÇÏÍÏ- ÔÏÐÎÁ ÎÕÌÀ.

5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÚÀÌÑ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ M É ÜÌÅÍÅÎÔÕ m: ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÍÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ m; ÔÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ÎÁ a | ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ ÎÕÌÀ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÚÀÌÑ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ 5). 6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

7. îÁÊÄÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÚÀÌÑ, ËÏÇÄÁ A | ÐÏÌÅ.

8. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÊ Ó h_i : B_i → B_{i+1}; h_i(x_0 ⊗ · · · ⊗ x_{n+1}) = (1 ⊗ x_0 ⊗ · · · ⊗ x_{n+1}); ÎÁÊÄÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ Ë ÎÅÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÞÌÅÎ B_{−1}).

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ 0 → F^{′ ff}−→ F^fi−→ F^{′′} → 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ (ËÏÒÏÔËÏÊ) ÔÏÞÎÏÊ (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ffi : H(F^{′′}) → H(F^′) ÓÔÅÐÅÎÉ 1: ÅÓÌÉ a^{′′} ∈ Ker d_F ′′ | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ, a^{′′} | ÏÂÒÁÚ a Œ H(F^{′′}); ÔÏ ŒÏÚØÍčÍ Õ a^{′′} ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ a ∈ F: ôÏÇÄÁ fi(d_F a) = d_F ′′ a^{′′} = 0; ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÔÏÞÎÏÓÔÉ d_F (a) = ff(b^′) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b^′ ∈ F^′: ôÏÇÄÁ ff(d_F ′ (b^′)) = d^2_F (a) = 0; É ÔÁË ËÁË ff | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ d_F ′ (b^′) = 0; ÔÁË ÞÔÏ b^′ ∈ Ker d: ðÏÌÏÖÉÍ ffi(a^{′′}) := b^′ ∈ H(F^′): 9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ. 10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ

H(F^′)^ff−→ H(F )^fi−→ H(F^{′′})^ffi−→H(F^′)^ff−→ H(F ) ÔÏÞÎÁ.

11. ìÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ: ÅÓÌÉ 0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0 ff fi fl 0 −−−→ A^′ −−−→ B^′ −−−→ C^′ −−−→ 0 | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Ker ff → Ker fi → Ker fl → Coker ff → Coker fi → Coker fl → 0 ÔÏÞÎÁ.

12. 5-ÌÅÍÍÁ: ÐÕÓÔØ

A_1 −−−→ A_2 −−−→ A_3 −−−→ A_4 −−−→ A_5

f_1 f2 f3 f4 f5 B_1 −−−→ B_2 −−−→ B_3 −−−→ B_4 −−−→ B_5

| ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f_2 É f_4 ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ, Á f_1 ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ f_3 ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f_2 É f_4 ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙ, Á f_5 ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ f_3 ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. óÄŒÉÇÏÍ ÎÁ n ËÏÍÐÌÅËÓÁ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ F [n] Ó F [n]^i = F^{i+n}; d_{F [n]} = (−1)^nd_F :

13. ëÏÍÐÌÅËÓ Hom’ÏŒ. ðÕÓÔØ F É G | ËÏÍÐÌÅËÓÙ. ôÏÇÄÁ Hom(F; G) | ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ: Hom(F; G)^i | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ i ÉÚ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ F Œ G; É d^i_{Hom(F;G)}(’) = d_G ∘’−(−1)^i’∘d_F : ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ. þÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÅÇÏ ÃÉËÌÙ, ÇÒÁÎÉÃÙ É ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ?

14. ðÕÓÔØ A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, M | ëð ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, m ∈ M; N = M ⊕ Ae | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ ÎÁ 1 ŒÙÛÅ É n = m + ae; a ∈ A: ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ N ↠ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → K(m)[−1] → K(n) → K(m) → 0; É ÏÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.