ïÓÎÏŒÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÚÁÎÑÔÉÅ 3. 18 ÍÁÒÔÁ 2003 ÇÏÄÁ.

ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Œ ÄÒÕÇÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÕÍÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ÓÕÍÍÕ.

1. Á) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ É ÎÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÍÅÖÄÕ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ) ËÏÌØÃÏÍ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, Á ÎÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ.

áÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ (ÓÌÅŒÁ, ÓÐÒÁŒÁ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → M → N → P → 0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (M) → F (N) → F (P ) → 0 (ÓÏÏÔŒ., 0 → F (M) → F (N) → F (P ), F (M) → F (N) → F (P ) → 0) ÔÏÞÎÁ.

2. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ ⇔ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → M → N → P ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (M) → F (N) → F (P ) ÔÏÞÎÁ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

3. Á) ëÏÇÄÁ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅŒÁ?

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ Hom (Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ) ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÎÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÔÏÞÅÎ.

Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → M → N → P ÔÏÞÎÁ ⇔ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Q ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(Q; M) → Hom(Q; N) → Hom(Q; P ) ÔÏÞÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÓÔÒÅÌÏË.

Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ | ÓÌÅŒÁ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÏÞÎÙÈ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

äÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÁÌØÛÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, Á ÐÏËÁ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ Hom ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ.

M^f � N � 0

Q g � � � �^h � 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÍÏÄÕÌØ Q ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

Á) ÆÕÎËÔÏÒ Hom(Q; ·) ÔÏÞÅÎ;

Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ f : M ↠ N É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ h: Q → N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g : Q → M Ó h = fg (ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ);

ôÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ.

5. ïÂÒÁÔÉÔÅ ÓÔÒÅÌËÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÒÏ(ÉÎSS)ÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÁÍÉ ÔÁËÏŒÙ.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ⇔ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ.

8. (ëÒÉÔÅÒÉÊ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ âÜÒÁ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Â) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ f : I ↣ A | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Œ ËÏÌØÃÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ.)

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ (ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ) ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ (ÐÏÄÏÂSSÅËÔÏÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ), Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÐÉ(ÍÏÎÏ)ÍÏÒÆÉÚÍ.

9. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ A ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇔ÏÎ ÄÅÌÉÍ, Ô. Å. ∀m ∈ M ∀a ∈ A \ {0} ∃m^′ ∈ M : m = am^′:

ðÒÉ ÎÁÂÏÒÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÐÁËÅÔ XY-pic.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, É ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ÇÒÕÐÐÁ^{p∞} √ 1 ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ p^n; n ∈ N; ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÔÁËÏŒÁ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÀÂÁÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ | (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÉÈ.)

Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

10. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ É ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÌÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.)

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÎÏ ÎÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ.

Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÅÔ ÎÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ, ÎÉ ÉÎSSÅËÔÉŒ- ÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

11. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ (ËÏÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÏÇÏ), ÓÁÍ ÔÁËÏŒ.

Â) ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ŒÌÏÖÅÎÉÑ M ∼= Hom_A(A; M) ↣ Hom_Z(A; M) ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. á ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ?

12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ⇔ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ÎÅÇÏ ÏÎ ÏÔÝÅÐÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑ- ÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

éÔÁË, Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÅÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅË- ÔÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → P_i → P_{i−1} · · · → P_0; Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ P_i ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙ, Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ P_0 → M; ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁ P: Ó ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ M Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 É ÎÕÌÅŒÙÍ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ.

13. ðÕÓÔØ P: | ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ó P_i = 0 ÐÒÉ i ¡ 0 É Ó H_0(P:) = M; Á K: | ËÏÍÐÌÅËÓ ÍÏÄÕÌÅÊ Ó K_i = 0 ÐÒÉ i ¡ 0; H_i(K:) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0 É H_0(K:) = N: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ M → N ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ P: → K:; ÐÒÉÞčÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÂÒÁÚÏÍ. ìÉÂÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

14. ðÕÓÔØ 0 → M → N → P → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ, P (M) É P (P ) | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ M É P: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ P (N) ÄÌÑ N É ÔÁËÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ M → N → P ÎÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → P (M) → P (N) → P (P ) → 0 ÔÏÞÎÁ. ìÉÂÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.