ïÓÎÏŒÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÚÁÎÑÔÉÅ 4. 25 ÍÁÒÔÁ 2003 ÇÏÄÁ.

ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Œ ÄÒÕÇÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÅŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ L_iF ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÕÓÔØ P (M) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ M: ðÏÌÏÖÉÍ L_iF (M) := H_i(F (P (M)); Á ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : M → N ŒÏÚØÍčÍ (ÐÏ ÚÁÄÁÞÅ 13 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ) ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÍÏÒ- ÆÉÚÍÕ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ F É ŒÏÚØÍčÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ.

(îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ ÄÒÕÇÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÎÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ËÁË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ ÎÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ, Á ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ M | A-ÍÏÄÕÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ A^{(M )}; ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ M; É ÍÏÒÆÉÚÍ ”: A^{(M )} ↠ M; ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ M: úÁÔÅÍ ÔÁË ÖÅ ÎÁËÒÏÅÍ Ker ”; É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ’: M → N; ÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A^{(M )} → A^{(N )} ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m Œ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ’(m); ÔÏÇÄÁ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ Ker ”_M Œ Ker ”_N ; ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. üÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎ- ÔÏÊ. ïÎ ÎÅ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÎÏ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ.

äÌÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ŒÏÚØÍčÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ (ËÁË ËÏÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ Ó ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ) A-ÍÏÄÕÌØ F = Hom_Z(A; Q=Z) É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ M ÐÏÌÏÖÉÍ I(M) = F^{HomA(M;F )} Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ e: M → I(M); e(m) = (’(m))_{’∈HomA(M;F )}: ôÏÇÄÁ I(M) ÔÏÖÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ËÁË ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ, Á e | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË Hom_A(M; F ) = Hom_Z(M; Q=Z); É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ M \ {0} ÅÓÔØ ’ ∈ Hom_Z(M; Q=Z) Ó ’(m) ≠ 0: ÐÕÓÔØ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ m Œ ZÅÓÔØ (n); ÔÏÇÄÁ ŒÏÚØÍčÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Zm → Q=Z; ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ m Œ 1=n + ZÐÒÉ n ¿ 0 É Œ 1=3 + Z ÐÒÉ n = 0; É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ Ó Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ ÎÁ ŒÅÓØ M ÐÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ Q=Z: úÁÔÅÍ ÔÁË ÖÅ ŒÌÏÖÉÍ Coker e Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : M → N ÐÏÌÏÖÉÍ

I(f): (x_’)_{’∈HomA(M;F )} → (x_{∘f} )_{∈HomA(N;F )}:)

1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L_iF = 0 ÐÒÉ i ¡ 0; L_0F = F; Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.

Â) ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÌÅŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ?

äÁÄÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F_i Ó F_i = 0 ÐÒÉ i ¡ 0 É Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ffi : F_i(P ) → F_{i−1}(M) ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÒÏÔËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÄÕÌÅÊ 0 → M → N → P → 0; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → F_i(M) → F_i(N) → F_i(P )^ffi−→ F_{i−1}(M) → : : :

ÔÏÞÎÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

áÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÔÉÒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÐÉ- ÍÏÒÆÉÚÍ f : X ↠ M; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F (f) = 0: äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ.

2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ Ó F_i = L_iF:

3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L_iF | ËÏÓÔÉÒÁÀÝÉÅ ÐÒÉ i ¿ 0:

4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ F_i | ËÏÓÔÉÒÁÀÝÉÅ ÐÒÉ i ¿ 0; ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÕ L_iF_0:

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Tor^A_i (·; ·) ËÁË ÌÅŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ · ⊗_A · ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, Á Ext^i_A(·; ·) | ËÁË ÐÒÁŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Ë Hom_A(·; ·) ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ext É Tor ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ É ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

6. Á) ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ Ext É Tor ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

Â) ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ Ext É Tor ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ Z=360Z: Œ) ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ Tor^{k[x;y;z]}_i (k; k); ÇÄÅ k= k[x; y; z]=(x; y; z) ËÁË ÍÏÄÕÌØ.

íÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F; ÅÓÌÉ L_iF (M) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0:

7. (áÃÉËÌÉÞÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.) ðÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ K: ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, K_i = 0 ÐÒÉ i ¡ 0; H_0(K:) = M; H_i(K:) = 0 ÉÎÁÞÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H_i(F (K:)) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ L_iF (M):

8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) ÍÏÄÕÌØ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ; Â) Ext^i_A(·; I) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ¿ 0;

Œ) Ext^1_A(A=J; I) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J Œ A:

ìÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ · ⊗_A M ÔÏÞÅÎ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÅ ÐÒÁŒÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÌÏÓËÉÊ É ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÌÏÓËÁÑ.

10. (ðÌÏÓËÏÓÔØ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.) ðÕÓÔØ N | ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, M | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, n_1; : : :; n_n ∈ N: óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ n_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ M | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ m_1; : : :; m_n ∈ M; ÞÔÏ ∑ n_i ⊗m_i = 0 Œ N ⊗_A M: ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ ⇔ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ N É ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ n_1; : : :; n_n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ N ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ M ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ- ÍÉ Œ A; ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (m_1; : : :m_n) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ (a_{11}; : : :; a_{n1}); : : : , (a_{1m}; : : :; a_{nm}); a_{ij} ∈ A; É ÜÌÅÍÅÎÔÙ m^′_1; : : :; m^′_m ∈ M; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ∑ i n_ia_{ij} = 0 É m_i = ∑ j a_{ij} m^′_j :

11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) ÍÏÄÕÌØ M ÐÌÏÓËÉÊ;

Â) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ N ↣ P ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ N ⊗_A M → P ⊗_A M | ŒÌÏÖÅÎÉÅ; Œ) Tor^A_i (·; M) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ¿ 0;

Ç) Tor^A_1 (A=I; M) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I Œ A;

Ä) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I⊗_AM → A⊗_AM ∼= M | ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÐÌÏÓËÉÊ ⇔Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.