ïÓÎÏŒÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÚÁÎÑÔÉÅ 5. 1 ÁÐÒÅÌÑ 2003 ÇÏÄÁ.

íÙ ËÏÓÎčÍÓÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë ÉÓËÕÓÓÔŒÕ. þÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÅÌÉËÁ ÒÏÌØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ: ËÁË ÐÉÛÅÔ â. é. ñÒÈÏ Œ ÒÁÂÏÔÅ ĂíÅÔÏÄÏÌÏÇÉÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÏŒÅÄÅÎÉÑ (ÎÁÂÒÏÓÏË ÐÌÁÎÁ)Ą, \ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ", É ÚÁÄÁÞÁ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÑ | ÉÓËÁÔØ \ÏÂÝÉÅ (ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ) ÚÁËÏÎÙ". ðÒÉÍÅÒ | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ:

Derived Functor Rap (of a left exact functor)

Paul Bressler October 14, 1988

This is a new rap on the oldest of stories | Functors on abelian categories. If the functor is left exact You can derive it and that’s a fact. But ˛rst you must have enough injective Objects in the category to stay active. If that’s the case | no time to loose; Resolve injectively any way you choose. Apply the functor and don’t be sore | The sequence ain’t exact no more.

Here comes the part that is the most fun, Sir, Take homology to get the answer. On resolution it don’t depend: All are chain homotopy equivalent. Hey, Mama, when your algebra shows a gap Go over this Derived Functor Rap.

ôÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÍ ËÁÒÔÉÎÙ âÅÒÎÁÒÁ œÅÎÅ (Bernar Venet), ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ŒÏÔ ÞÔÏ (ÓÍ. Notices of the AMS, Vol. 49 no. 6, June/July 2002, pp. 663{668):

G_{q−2}^{Œq−1}←−− G_{q−1}^{Œq}←−− G_q^{Œq+1}←−− G_{q+1}^{Œq+2}←−− G_{q+2} q−2 q−1 q q+1 q+2 G^′_{q−2}^Œ ′ q−1←−− G^′_{q−1}^Œ ′ q←−− G^′_q^Œ ′ q+1←−− G^′_{q+1}^Œ ′ q+2←−− G^′_{q+2}:

1. þÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ËÁÒÔÉÎÅ? îÁÊÄÉÔÅ ÄÒÕÇÉÅ ËÁÒÔÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÈÕÄÏÖÎÉËÁ É ÎÁÂÅÒÉÔÅ ÉÈ Œ TEX’Å.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÞÉÓÔÏÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. (ìÅŒÏÊ) ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ sup{i : Ext^i_A(M; N) ≠ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÅŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ M; N} (ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÜÔÏ ∞). ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ pd_A M ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÌÉÎ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ ÍÏÄÕÌÑ M; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ (id_A) É ÐÌÏÓËÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏ- ÄÕÌÑ.

2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) id_A M ⩽ n;

Â) Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → M → I^0 → · · · → I^{n−1} → J^n → 0; ÇÄÅ I^0; : : :; I^{n−1} ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ, J^n ÔÏÖÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ;

Œ) Ext^{n+1}_A (A=I; M) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I Œ A: þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ?

3. œ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÃÅÎÉÔÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ. ëÏÇÄÁ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÎÅ ÔÏÞÎÁ?

4. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÒÁŒÎÁ ÓÕÐÒÅÍÕÍÕ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÅÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÉÍ É ÓÕÐÒÅÍÕÍÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÉÍ.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Z:

5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÒÁŒÎÁ 0 ⇔ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ (Ô. Å. ÔÁËÉÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ) ⇔A | (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍ- ÍÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÎÁÄ ÔÅÌÁÍÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÌÅÍÍÏÊ ûÕÒÁ; ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ËÏÌØÃÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A ËÁË ÌÅŒÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ?)

ëÏÌØÃÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ⩽ 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ.

6. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÄÌÉÎÙ ⩽ 1; Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ⇔ÌÀÂÏÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÎčÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ⇔ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C: ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ C: → H(C:); ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ (H(C:) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ).

7. (æÏÒÍÕÌÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.) ðÕÓÔØ C: | ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A; N | A-ÍÏÄÕÌØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

H^n(Hom(C:; N)) ∼= Hom(H_n(C:); N) ⊕ Ext^1_A(H_{n−1}(C:); N)

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÁ M ⊗_A C:; ÇÄÅ M | ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.

8. ðÕÓÔØ A = {( a x 0 y ) : a ∈ Z; x; y ∈ Q } : Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÎčÔÅÒÏŒÏ ÓÐÒÁŒÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÐÒÁŒÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎ), ÎÏ ÎÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ ÓÌÅŒÁ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ A ÒÁŒÎÁ 2, Á ÐÒÁŒÁÑ | 1.

9. ðÕÓÔØ M | A[X]-ÍÏÄÕÌØ (A ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÎÏ X ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó A). ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ pd_A M ⩽ pd_{A[X]} M ⩽ pd_A M +1; É ÞÔÏ ÅÓÌÉ XM = 0; ÔÏ ÓÐÒÁŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A[X]-ÍÏÄÕÌÅÊ

0 → A[X] ⊗_A M^{1⊗m→X⊗m−1⊗Xm} −−−−−−−−−−−−−→ A[X] ⊗_A M^{1⊗m→m}−−−−−→ M → 0:) 10. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ A[X] ÎÁ 1 ÂÏÌØÛÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ A:

Â) þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Z[X; Y; Z]?