ïÓÎÏŒÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÚÁÎÑÔÉÅ 6. 15 ÁÐÒÅÌÑ 2003 ÇÏÄÁ.

íÙ ËÏÓÎčÍÓÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor É Ext; ËÏÔÏÒÙÍÉ É ÏÂSSÑÓÎÑÀÔÓÑ ÉÈ ÎÁÚŒÁ- ÎÉÑ.

1. ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ K ËÏÌØÃÁ A | ÜÔÏ ÐÌÏÓËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ. Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M Tor^A_1 (M; K=A) | ÜÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ Œ M;

Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ M Ó ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ. Tor É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ ÓÌÏŒÁ ĂtorsionĄ| ËÒÕÞÅÎÉÅ.

2. (ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏ óÅÒÒÕ.) ðÕÓÔØ X É Y | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ A^n ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ d É n − d; ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÁÍÉ I É J; É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÁÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ĂËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ i(X; Y ; 0) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X É Y Œ ÎÕÌÅĄ Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. åÓÌÉ X É Y ÇÌÁÄËÉ Œ ÎÕÌÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ ÏÔŒÅÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R=IR ⊗_R R=JR = R=(I + J)R; ÇÄÅ R | ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[x_1; : : :; x_n]]; ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ A^n Œ ÎÕÌÅ. äÌÑ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÏÖÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÎÏ ŒÏÏÂÝÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ R=(I + J)R | ÜÔÏ ÌÉÛØ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÓÕÍÍÙ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÌ ö.-ð. óÅÒÒ Œ ĂìÏËÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÔÅÏÒÉÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊĄ (1957):

i(X; Y ; 0) := ∑ j (−1)^j dim_kTor^R_j (R=IR; R=JR):

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Tor^R_j (R=IR; R=JR) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ I + J; ÔÁË ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ. ðÕÓÔØ n = 4; I = (x_1; x_2) ∩ (x_3; x_4) | ÉÄÅÁÌ ÐÁÒÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Œ 0, J = (x_1 − x_3; x_2 − x_4) | ÉÄÅÁÌ ÅÝč ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Y ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÅÔ ÏÂÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÁË ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÁ 2, Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ R=(I + J)R | ÎÅ 2.

3. ðÕÓÔØ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, I ⊂ R | ÉÄÅÁÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ext^1(R=I; R=I) = Hom_R(I=I^2; R=I): ëÏÇÄÁ R | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X; Á I | ÉÄÅÁÌ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y; ÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ Ë Y Œ X:

4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Ext^n_A(M; N) = Hom(P (M); N[n]) = Hom(P (M); P (N)[n]) = = Hom(P (M); I(N)[n]) = Hom(I(M); I(N)[n]);

ÇÄÅ P | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ, I | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÂÅÒÕÔÓÑ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅ- ÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÇÏÄÉÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÏ ËÏÍÐÌÅËÓ Hom’ÏŒ). œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ∘: Ext^n(N; P ) × Ext^m(M; N) → Ext^{m+n}(M; P ): œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ext^∗(M; M) ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó 1.

5. (Ext ÐÏ êÏÎÅÄÅ.) ðÕÓÔØ

E = (0 → N → Z_n → · · · → Z_1 → M → 0)

| ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ P (M) → E: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ’: P (M) → N[n]; ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ (É ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÄÌÑ M ŒÚÑÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÄÌÑ N; ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ), ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Ext^n(M; N); É ÞÔÏ ÅÓÌÉ

E^′ = (0 → P → Y_m → · · · → Y_1 → N → 0)

| ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ext’ÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ E É E^′; ÅÓÔØ (−1)^{mn} ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ËÌÁÓÓ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → P → Y_m → · · · → Y_1^N−→ Z_n → · · · → Z_1 → M → 0:

ëÁË ÎÁÄÏ ÐÏÄÐÒÁŒÉÔØ ÚÎÁË Õ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ext; ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ?

ðÏÄÐÒÁŒÌÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ [E]:

6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ Ext^0(M; N); ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓÕ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → N^f−→ M → 0; ÅÓÔØ f^{−1}:

7. ðÕÓÔØ E É E^′ | ÄŒÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 −−−→ N −−−→ Z_n −−−→ : : : −−−→ Z_1 −−−→ M −−−→ 0 g f 0 −−−→ N^′ −−−→ Z^′_n −−−→ : : : −−−→ Z^′_1 −−−→ M^′ −−−→ 0; ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ g ∘ [E] = [E^′] ∘ f Œ Ext^n_A(M; N^′):

8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÁË ŒÙÛÅ, u: M^′ → M | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ [E] ∘ u | ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → N → Z_n → · · · → Z_2 → Z_1 ×_M M^′ → M^′ → 0;

ÇÄÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Z_1 ×_M M^′ := {(x; m) ∈ Z_1 × M^′| ÏÂÒÁÚ x Œ M ÒÁŒÅÎ u(m)}: óÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

9. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ⩾ 1 ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Ext^n_A(M; N) ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÁ ÒÁŒÎÙ ⇔ ÅÓÔØ ÔÒÅÔØÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÎÅč Œ ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÅ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ⇔ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ.

Â) ëÁË ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ Ext^1?

Œ) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Z→ Z⊕ Z=(64) → Z=(1024) → 0 É ÏÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Ext^1(Z=(1024); Z):

10. ïÐÉÛÉÔÅ, ËÁË ÐÏ ÄŒÕÍ ÔÏÞÎÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÅÔØÀ, ËÌÁÓÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ.)

11. ðÕÓÔØ E = (0 → M^′ → M → M^{′′} → 0) | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ, N | ÅÝč ÏÄÉÎ ÍÏÄÕÌØ.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ext^n(N; M^{′′}) → Ext^{n+1}(N; M^′) ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁ [E]:

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ext^n(M^′; N) → Ext^{n+1}(M^{′′}; N) ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ (−1)^{n+1}[E]:

Œ) ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ [E] ÄÌÑ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ?

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ [E] = 0⇔E ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, Ô. Å. ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÅÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ É ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ËÏÎÕÓÁÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ëÏÎÕÓÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ’: F: → G: ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ C(’): Ó

C(’)_i = G_i ⊕ F_{i−1}; d_{C(’)} = ( d_G ’ 0 −d_F ) :

12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → G: → C(’): → F [1] → 0 É ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÅÓÔØ H(’):

íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÇÏÍÏÌÏÇÉÚÍÏÍ Õ âÕÒÂÁËÉ), ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇔ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ÞÔÏ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ⇔ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ, Ô. Å. ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÎÕÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ.

äŒÏÊÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÄŒÕÍÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ d_{hor} É d_{vert} ÓÔÅÐÅÎÅÊ (1; 0) É (0; 1) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËŒÁÄÒÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÙ 0. áÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÉÌÉ ÓŒčÒÔËÏÊ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C:: ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ s(C::) Ó s(C::)_k = ⨁ i+j=k

C_{ij} ; d_{s(C::)} = d_{hor} + (−1)^id_{vert}:

14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓŒčÒÔËÉ.