ìÅËÃÉÑ 1.2. ôÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ L=K ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ôÏ- ÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ L ÎÁÄ K ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ: |Aut_K L| ≤ [L : K].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ⊂ L, ËÁË ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÀ ÐÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ: K = K_0 ⊂ K_1 = K(ff_1) ⊂ K_2 = K(ff_1)(ff_2) ⊂ : : : ⊂ K_m = K(ff_1)(ff_2) : : : (ff_m) = L. ëÁÖÄÙÊ ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ L ÎÁÄ K ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ’_i : K_i → L, ÐÒÉÞÅÍ ’_0 ÕÖÅ ÄÁÎÏ. ’_i ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ’_{i+1} ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ [K_{i+1} : K_i] ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. úÎÁÞÉÔ, ’_0 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ’_m, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ L ÎÁÄ K, ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ [K_1 : K_0][K_2 : K_1] : : : [K_m : K_{m−1}] = [L : K] ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1.2.(ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ) ðÕÓÔØ L=K ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ fl ∈ L, ÞÔÏ L = K(fl), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÑÔØ ÖÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÎÁÛÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÒÏÓÔÙÈ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÙÂÅÒÅÍ ff_1; : : : ; ff_n ∈ L ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ L = K(ff_1; : : : ; ff_n). âÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1.8(Å) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ n = 2. ðÕÓÔØ L = K(ff; fi). óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ K ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 1.7(Œ). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ. éÚ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÑ 1.8(Ö) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ [L : K] ŒÌÏÖÅÎÉÊ œ_i : L → K ÎÁÄ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = ∏ i≠j (œi(ff)+xœi(fi)−

œ_j (ff) − xœ_j(fi)). ôÁË ËÁË K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, É P ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ c ∈ K, ÞÔÏ P (c) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ fl = ff + cfi ŒÓÅ œ_i(fl) ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ i, É ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ L = K(fl).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ L ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ ÎÁÄ L, ÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ff ∈ L Œ L ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ | ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÅ Ë ff.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ L=K ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(i) |Aut_K L| = [L : K];

(ii) L^G = {a ∈ L|∀’ ∈ G ’(a) = a} = K, ÇÄÅ G = Aut_K L; (iii) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1

(i)⇒ (ii) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ L^G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ôÁË ËÁË G = Aut_K L = Aut_LG L, ÔÏ |Aut_K L| ≤ [L : L^G]. äÁÌÅÅ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ.

(ii)⇒ (iii) ðÕÓÔØ ff ∈ L, {ff = ff_1; : : : ; ff_m} | G-ÏÒÂÉÔÁ ff. ôÏ- ÇÄÁ P (x) =

∏_m i=1(x − ff_i) ∈ L^G[x] = K[x]. úÎÁÞÉÔ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ff ÄÅÌÉÔ P (x) (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÍ) É ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÄ L ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ P ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

(iii)⇒ (i) ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ L ËÁË ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K(fl). ðÕÓÔØ P ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ff. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ Õ ÎÅÇÏ ÒÏŒÎÏ deg(P ) ËÏÒÎÅÊ Œ L. éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1.2(Ç) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ deg(P ) ŒÌÏÖÅÎÉÊ œ_i : L → L ÎÁÄ K (ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ, deg(P ) = [L : K], É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G = Aut_K L ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L^H = K, ÔÏ H = G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ (ii)⇒ (iii), ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÉÛØ H-ÏÒÂÉÔÕ. ôÁË ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ: L = K(fl). ôÏÇÄÁ [L : K] = deg(P ) = |H|, ÇÄÅ P ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÄÌÑ fl. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, Á ÇÒÕÐÐÁ Aut_K L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ Gal(L=K).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4.

(i) ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ L ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ∈ K[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ L=K.

(ii) ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ çÁÌÕÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ. åÓÌÉ K ⊂ L ⊂ F ÂÁÛÎÑ ÐÏÌÅÊ, É F=K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÔÏ É F=L ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ.

(iii) ìÀÂÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ çÁÌÕÁ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÐÒÉ- ÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ L=K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ (ÐÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ), ÔÏ ÅÓÔØ L = K(fl), Á ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ Gal(L=K) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÈ Ë fl. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Gal(L=K) ⊂ S_n, ÇÄÅ n = [L : K].

ðÕÓÔØ L=K ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ G. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍÕ ÐÏÌÀ K ⊂ E ⊂ L ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ G_E ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÑ L=E, Á ËÁÖÄÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ H ⊂ G ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÏÌÅ L^H .

ôÅÏÒÅÍÁ 1.5.(ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ) ïÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ E → G_E É H → L^H ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÏÌÑÍÉ ÐÏÌÑ L, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ K, É ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ Œ G. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÏÌÑÍ E, ÑŒÌÑÀÝÉÍÓÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÑ K, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÙ G_E / G É Gal(E=K) = G_E .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ L^{GE} = E, Á ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅ ÎÅÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ H = Gal(L=L^H ).

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Gal(L=K) ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ E ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Gal(L=K) ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ gE = L^{gHg−1} , ÇÄÅ g ∈ G. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, E=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ. äÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏ- ÒÉÅÊ çÁÌÕÁ. œÌÏÖÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ R(i) Œ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ G, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÎÕÌÅŒÁÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ G ÓÉÌÏŒÓËÕÀ 2-ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ. ðÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ R(i) ÎÅ- ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÎÁÄ R, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁÄ R(i), ÎÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅÔ É ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÕÐÐÁ G ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ 2-ÇÒÕÐÐÏÊ. îÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÎÁ ÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ, ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ 2, ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ R(i). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ R(i) ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ R(i) ÉÚŒÌÅËÁÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ. éÔÁË, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÚÎÁÞÁÌØ- ÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÏËÁÚÁÎÁ.