ìÅËÃÉÑ 10. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ É ÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

ðÏÄ ÚÁÎÁŒÅÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ. óÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. îÁÛÅ ÂÕ- ÄÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÅÇÏ ÓŒÑÚÉ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÛÁÇÏÍ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÏŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÕÞÁÅÔ ÁÂÅÌÅŒÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ É ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÄÁÌÅËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ | ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ áÒÔÉÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n É ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÉÍŒÏÌÏÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

(_n p ) , ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ( n p ) = (n)^{p−12} ∈ {1; −1};

ÇÄÅ n | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ n ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ p. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ ÐÏ n (ÔÏ ÅÓÔØ ÕŒÁÖÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ). çÌÁŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ

(_n p ) ÒÁŒÎÏ −1, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÒÁŒÎÏ 1, ÅÓÌÉ n ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, É ÒÁŒÎÏ 0, ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ p É q ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 2. ôÏÇÄÁ ( p q ) = ( q p ) (−1)^{p−12 · q−12} :

óÒÁÚÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p ≠ q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q ⊂ Q( √ p). ïÎÏ ÎÅ ŒÅÔŒÉÔÓÑ ÎÁÄ q É, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÉÄÅÁÌ (q) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ Œ Q ⊂ Q( √ p), ÔÏ ÅÓÔØ f = 2, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ F_q ÎÅÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ p(modq), ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

(_p q ) = −1. óŒÑÚÁÔØ ÜÔÏ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÎÁÍ ÐÏÍÏÖÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, ÎÏ ŒÁÖÎÏÅ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ L=K ÁÂÅÌÅŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ ÇÌÏ- ÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ O_K É O_L, ÎÅ ŒÅÔŒÑÝÅÅÓÑ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ p ⊂ O_K . ôÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Fr_p ÒÁŒÅÎ f = [O_L=B : O_K=p], ÇÄÅ B ⊂ O_L | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, "ŒÉÓÑÝÉÊ" ÎÁÄ p.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

(_p q ) = Fr_q ∈ Gal(Q( √ p)=Q) ∼= {1; −1}. 1

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ŒÌÏÖÉÍ ÎÁÛÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ Œ ËÒÕÇÏŒÏÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.2. ðÕÓÔØ Q ⊂ K ⊂ L ÂÁÛÎÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅ- ÌÅŒÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Q, Z ⊂ O_K ⊂ O_L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÛÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ ËÏÌÅÃ ÃÅÌÙÈ, Á (p) ⊂ p ⊂ B | "ŒÉÓÑÝÉÅ" ÄÒÕÇ ÎÁÄ ÄÒÕÇÏÍ ÉÄÅÁÌÙ Œ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁÈ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Gal(L=Q) → Gal(K=Q) ÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Fr_{p;L} ∈ Gal(L=Q), ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÐÁÒÅ (p) ⊂ B, ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Fr_{p;K} ∈ Gal(K=Q), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÐÁÒÅ (p) ⊂ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:

Gal(L=Q) ←−−− G_B ¡ Fr_{p;L} ¿ −−−→ Gal((O_L=B)=F_p )

Gal(K=Q) ←−−− G_p ¡ Fr_{p;K} ¿ −−−→ Gal((O_K=p)=F_p ) äÏÂÁŒÉÍ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Gal((O_L=B)=F_p ) → Gal((O_K=p)=F_p ) "ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ" ÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ËÒÕÇÏŒÏÅ ÐÏÌÅ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.3. Q( √ p) ⊂ Q(ı_N ), ÇÄÅ N = p, ÅÓÌÉ p ≡ 1(mod4), É N = 4p, ÅÓÌÉ p ≡ 3(mod4).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ) F_p → S^1, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ i → ı^i_p, É ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ-

ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Ó ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ i →

(_i p ) : ff = p−1∑ i=0 ( i p ) ı^i_p:

üÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ çÁÕÓÓÏŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÏÌÑ R, Á ÎÅ F_p , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ `-ÆÕÎËÃÉÑ). ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔ:

ff^2 = p−1∑ k=0 (_{p−1} ∑ i=0 ( i p ) ( k − i p )) ı^k_p :

ðÒÉ k = 0_{p−1} ∑ i=0 ( i p ) ( −i p ) = ( −1 p ) (p − 1):

ðÒÉ k ≠ 0 ÉÍÅÅÍ p−1∑ i=0 ( i p ) ( i p ) ( k=i − 1 p ) = p−2∑ j=0 ( j p ) = − ( −1 p ) ;

ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÓÉŒÏÌÏŒ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÒÁŒÎÁ 0 (ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ŒÙ- ÞÅÔÏŒ É ÎÅŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏÒÏŒÎÕ!). éÔÁË, ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ p-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÒÁŒÎÁ 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ff^2 = ( −1 p ) (p − 1) − ( −1 p )_{p−1}∑ k=0 ı^k_p = ( −1 p ) p = (−1)^{p−12} p:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ p ≡ 1(mod4) ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ff^2 = p, Á ÚÎÁÞÉÔ Q( √ p) ⊂ Q(ı_p). ðÒÉ p ≡ 3(mod4) ÍÙ ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ (iff)^2 = p, É Q( √ p) ⊂ Q(ı_p; i) = Q(ı_{4p}).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ-œÅÂÅÒÁ. ìÀÂÏÅ ÁÂÅÌÅŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÒÕÇÏŒÏÅ ÐÏÌÅ Q(ı_N ) ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ N.

œÌÏÖÅÎÉÅ Œ ËÒÕÇÏŒÏÅ ÐÏÌÅ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Fr_q(ı_N ) = ı^p_N . úÎÁÞÉÔ,

Fr_q(ff) = (−1)^{p−12} p−1∑ i=0 ( i p ) ı^{iq}_p = p−1∑ j=0 ( q p ) ( j p ) ı^j_p = ( q p ) ff;

Fr_q(i) = (−1)^{q−12} i:

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ Fr_q( √ p) =

(_p q ) √ p, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÄÎÕ ŒÁÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÐÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏ- ÂÅÎÉÕÓÁ.

ðÕÓÔØ K=Q | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, M ⊂ Gal(K=Q) | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ Fr_p ⊂ M, ÇÄÅ Fr_p | ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÞÅÒÅÚ Fr^{−1}(M).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÅ- ÄÅÌ æ(S) = lim_{N →∞} |{p ∈ S|p ¡ N}| |{p ∈ P |p ¡ N}| : ôÅÏÒÅÍÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ þÅÂÏÔÁÒÅŒÁ. æ(Fr^{−1}(M)) =^{|M |}_{|Gal(K=Q)|}. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÓÌÏÖÎÙÈ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÏŒ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÅ, ËÏÇÄÁ K = Q(ı_n ), ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ äÉÒÉÈÌÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ Ï ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. œ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏ- ÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ÒÁÚÎÏÓÔØÀ, ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.