ìÅËÃÉÑ 5. óÐÅËÔÒÙ ËÏÌÅÃ.

ìÀÂÏÍÕ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÍÕ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ k[X], ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ k[X] ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ŒÏÓÓÔÁÎÁ- ŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ x ∈ X ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ Œ k[X] (ÄÏËÁ- ÖÉÔÅ!). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÌÀÂÏÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÐÅËÔÒÏÍ SpecR ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

åÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ f : R → S, ÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÐÅËÔÒÏŒ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ f^a : SpecS → SpecR: ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ p ⊂ S ÎÁÄÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(p) ⊂ R (ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ÓÐÅËÔÒ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ). ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ) ÐÏÌÅ, Á f_1; : : : ; f_m ∈ K[x_1; : : : ; x_n] | ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ I Œ K[x_1; : : : ; x_n]. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÚÁÄÁÀÔ Œ A^n_K , ÓÐÅËÔÒ SpecK[x_1; : : : ; x_n]=I = X ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÕÓÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ SpecL → X ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ {f_1 = 0; : : : ; f_m = 0} Œ L, ÇÄÅ L | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K.

îÁ SpecR ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁ- ÌÏÓØ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. úÁÍËÎÕÔÙÍÉ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ SpecR, ÉÍÅÀÝÉÅ ŒÉÄ V (a) = {p ∈ SpecR|a ⊂ p}, ÇÄÅ a ⊂ R ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ.

ôÏÞËÅ ÓÐÅËÔÒÁ p ∈ SpecR ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÅ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ k(p), ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R=p. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ f ∈ R ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ ÓÐÅËÔÒÁ p ∈ SpecR ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f(p) = f(modp) ∈ k(p). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, V ((f)) Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË, ÇÄÅ f ∈ R ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÍÅÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÄÌÑ ÓÐÅËÔÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÐÅËÔÒ SpecR ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÃÅÌÏÓÔÎÏ. ðÏÌÅÍ 1

ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÓÐÅËÔÒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ S ⊂ R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ËÏÌØÃÅ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ S^{−1}R ËÏÌØÃÁ R ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÄÒÏÂÅÊ { f s |f ∈ R; s ∈ S}

Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÌØÃÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ R ÃÅÌÏÓÔÎÏ, Á S = R \ {0}, ÔÏ S^{−1}R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ O = R_p Œ ÔÏÞËÅ p ∈ SpecR ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ S^{−1}R, ÇÄÅ S = R \ p. üÔÏ ËÏÌØÃÏ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m (ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÊ ÏÂÒÁÚÏÍ p ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ), Á ÚÎÁÞÉÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÏËÁÌØ- ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÎÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÔÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ p. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ úÁ- ÒÉÓËÏÇÏ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ SpecR ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k(p) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ, ËÁË (m=m^2)^∗. ðÏÐÏÌÎÅÎÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ (ÏÂÒÁÔÎÙÊ) ÐÒÅÄÅÌ lim_← O=m^i.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ X → Y , ÐÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÔÏÞËÕ x ∈ X Œ ÔÏÞËÕ y ∈ Y ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ O_{Y;y} → O_{X;x}, Á ÔÁËÖÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ŒÙÞÅÔÏŒ k(y) ⊂ k(x).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ëÒÕÌÌÑ dim R = dim SpecR ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ËÏÌØÃÅ R: dim R = max{i|∃p_0 ⊂ p_1 ⊂ : : : ⊂ p_i ⊂ R}:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÏÞËÁ p ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÇÌÁÄËÏÊ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ dim R_p = dim_{k(p)}(m=m^2)^∗.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ R ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ É dim R ¡ ∞. ôÏÇÄÁ dim R[x] = dim R + 1.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÐÏÌÑ SpecK ÓÏÓÔÏÉÔ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. éÚ-ÚÁ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÓÍÕÝÁÔØÓÑ | ÉÄÅÑ ÓÐÅËÔÒÏŒ ËÁË ÒÁÚ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (ÐÏÌÅ K) ÎÅÓÕÔ Ï ÎÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÞÅÍ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Õ ÓÐÅËÔÒÏŒ ËÏÌÅÃ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ËÏÌÅÃ), ÞÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Õ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÓÐÅËÔÒÁÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K ⊂ L. ïÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ SpecL → SpecK. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ SpecL → SpecL, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Œ SpecK, ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ, ÇÒÕÐÐÏÊ Aut_K L.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X É Y | ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, p : X → Y ÎÁËÒÙÔÉÅ. œÙÂÅÒÅÍ y ∈ Y É x ∈ p^{−1}(y). íÏÖÎÏ ÐÏÄÎÑÔØ ÐÅÔÌÀ fl ∈ ß_1(Y ) Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ Œ y ÄÏ ÐÕÔÉ ~fl Œ X c ÎÁÞÁÌÏÍ Œ x. åÇÏ ËÏÎÅÃ ÂÕÄÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÉÚ ÓÌÏÑ x_fl ∈ p^{−1}(y). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ [ß_1(Y ) : p(ß_1(X))] ∼ p^{−1}(y) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏ ÓÌÏÅÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.2. éÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : ß_1(X) → ß_1(Y ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. éÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ß_1(Y ) É ÎÁËÒÙÔÉ- ÑÍÉ Y .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : X → X | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ X, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó p.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.3. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X. çÒÕÐÐÁ Aut_Y X ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ (ÓŒÏÂÏÄÎÏ) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÓÌÏÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ß_1(X) / ß_1(Y ), ÐÒÉÞÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Aut_Y X ∼= ß_1(Y )=ß_1(X). ôÁËÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÑÍÉ çÁÌÕÁ.

ìÀÂÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ SpecL → SpecK ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ L=K ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ ÐÏÌÅÊ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ çÁÌÕÁ)!

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÐÅËÔÒÏŒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ. üÌÅÍÅÎÔ b ∈ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ∈ A[x] ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 (ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ P (b) = 0. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A ⊂ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B ÃÅÌ ÎÁÄ B.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ A ËÏÌØÃÏ, A ⊂ B | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ b ∈ B ÃÅÌ ÎÁÄ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A[b] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

1 ÓÐÏÓÏÂ. œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (b) = 0, P ∈ A[x] | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ A[b] =¡ 1; b; : : : ; b^{n−1} ¿_A.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ A[b] =¡ v_1; : : : ; v_n ¿_A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ det- ÔÒÀË. õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÎÁ b, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ:

bv_1 = a_{11}v_1 + : : : + a_{1n}v_n;

: : :

bv_n = a_{n1}v_1 + : : : + a_{nn}v_n:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ D ÍÁÔÒÉÃÙ | | | | | | | a_{11} − b a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} − b : : : a_{2n} : : :

a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn} − b

| | | | | | | ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÅÓØ ÍÏÄÕÌØ (É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 1 ∈ B), ÞÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅ- ÒÅÄØ, ÄÁÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁ b.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë (i; j)-ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ŒÙ- ÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÞÅÒÅÚ A_{ij} . œÙÂÅÒÅÍ 1 ≤ i ≤ n. äÏÍÎÏÖÉŒ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ A_{1i}, ŒÔÏÒÕÀ ÎÁ −A_{2i}, ÔÒÅÔØÀ ÎÁ A_{3i} É Ô.Ä., ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏŒÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÁÎÎÕÌÉÒÏŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒ (v_1; : : : ; v_n). îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÌÏÖÉÍ ŒÓÅ ÓÔÒÏËÉ ÎÏŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏ ŒÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ i-ÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÕÌÉ ("ÆÁÌØÛÉŒÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ"), Á Œ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏ- ÑÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ D ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ("ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ"). úÎÁÞÉÔ, Dv_i = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ A[b], Á, ÚÎÁÞÉÔ, D ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÅÓØ ÍÏÄÕÌØ A[b].

2 ÓÐÏÓÏÂ. äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ A-ÍÏÄÕÌØ A[b] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ ÏÎ ÎÅÔÅ- ÒÏŒ É ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ¡ 1 ¿_A⊂¡ 1; b ¿_A⊂¡ 1; b; b^2 ¿_A⊂ : : : ÄÏÌÖÎÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏŒÁÔØÓÑ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ n ∈ N ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ¡ 1; b; b^2; : : : ; b^{n−1} ¿_A=¡ 1; b; b^2; : : : ; b^{n−1}; b^n ¿_A, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁ b ÎÁÄ A.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ A ⊂ B ÓÕÍÍÁ, ÒÁÚÎÏÓÔØ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; b_2 ∈ B ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ, ÉÂÏ ÅÓÌÉ ÍÏÄÕÌÉ A[b_1] É A[b_2] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÎÁÄ A, ÔÏ É ÍÏÄÕÌØ A[b_1; b_2] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ A (ÓÒÁŒÎÉÔÅ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ). úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ A ⊂ B ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÌØÃÁ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑÍÉ A Œ B: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ B ⊃ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A, ÔÏ B=A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 5.4 ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÃÅÌÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔ- ÎÙÈ. CÐÅËÔÒ SpecR (ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ k[X]) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ(ÏÊ), ÅÓÌÉ R (k[X]) ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, A^n É SpecO_K ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, ÇÄÅ O_K | ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ZŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ Q ⊂ K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ SpecB → SpecA ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ A → B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ, A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, Á B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ A.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ ËÏÌÅÃ ÓÌÅÄÕÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.5. ëÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ SpecB → SpecA ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÒÁÚÕ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ: ÅÓÌÉ p ∈ SpecA, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A_p ⊂ S^{−1}B ÔÏÖÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ, ÇÄÅ S = A \ p (ÐÒÏŒÅÒÉÔØ!) (ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÓÌÏŒ ÉÚ ÍÁÔÁÎÁÌÉÚÁ "ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁ- ÌÏÊ ÏËÒÅÔÎÏÓÔÉ"). ìÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÕÄÏÂÎÅÅ, ÉÂÏ Œ ÎÉÈ ŒÅÒÎÁ ÌÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÙ. ðÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ A_p. ôÁË ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÃÅÌÏÅ, ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ A É B É ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 5.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S^{−1}B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A_p-ÍÏÄÕÌÅÍ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁ- ËÁÑÍÙ, pS^{−1}B ≠ S^{−1}B. åÓÌÉ ÍÙ ŒÌÏÖÉÍ pS^{−1}B Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ S^{−1}B, ÔÏ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó A_p ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ p. äÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÉÓÈÏÄÎÙÍ ËÏÌØÃÁÍ A É B ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ S^{−1}B.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÓÐÅËÔÒ SpecR ÉÌÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ X ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÁË- ÔÏÒÓÐÅËÔÒ (SpecR)=G ÉÌÉ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X=G, ËÁË Spec(R^G) ÉÌÉ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X=G, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÏŒ k[X]^G (ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏ- ÌÅÍ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÈ). œÏÚÎÉËÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ SpecR → (SpecR)=G É X → X=G. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ R^G ⊂ R É k[X]^G ⊂ k[X] ÃÅÌÙÅ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ f ∈ R. ôÏÇÄÁ

6 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∏ g∈G (T − g(f)) ∈ R^G[T ] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉ-

ÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ f ÎÁÄ R^G. œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ k[X]^G É ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ k[X] ÎÁÄ k[X]^G, É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÒÆÉÚÍ X → X=G ËÏÎÅÞÅÎ.

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÏÉ ÐÒÉ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÐÅËÔÒÁ, ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏ É ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÍ ÐÏÌÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ ’ : Y = SpecB → X = SpecA. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÅÍ Y_p ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ p ∈ SpecA ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒ Spec(S^{−1}(B=pB)), ÇÄÅ S = (A=p) \ {0}.

ïÂÒÁÚ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y_p → Y Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ Y , ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ p (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.6. óÌÏÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ SpecB → SpecA ËÏÎÅÞÎÙ, ÞÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÅÇÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A, ÔÏ B=pB ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÏÄÕ- ÌÅÍ ÎÁÄ A=p. úÎÁÞÉÔ, Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÑ, ËÏÌØÃÏ R = S^{−1}(B=pB) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k(p). ðÕÓÔØ q ⊂ R ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ R=q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ M_x Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÑÄÒÏÍ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R=q ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ k(p). úÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÏÂÒÁÔÉÍ, Á x^{−1} = M^{−1}_x (1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R=q ÐÏÌÅ, É ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ R ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙ. üÔÏ ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ R ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙ. úÎÁÞÉÔ, ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 5.2(Ä) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ f : X Y ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÍÉÎÁÎÔ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ X É Ó ÐÌÏÔÎÙÍ ÎÁ Y ÏÂÒÁÚÏÍ), ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏ- ÌÅÊ k(Y ) ,→ k(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ Y , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ V "ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ" ÓÌÏÊ f^{−1}(y) (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ y) ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ d ÔÏÞÅË.

ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ, Á d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÓÔÅÐÅÎØÀ.

ðÒÉÍÅÒÙ. (Á) ðÒÏÅËÃÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ {xy − 1 = 0} ⊂ A^2 ÎÁ ÐÒÑ- ÍÕÀ A^1 , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ (x; y) → x. óÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ 1.

(Â) íÏÒÆÉÚÍ ÐÒÑÍÏÊ f : A^1 → A^1 , z → z^n, (n; chark) = 1. óÔÅ- ÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ n. ðÒÉ ÜÔÏÍ "ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ" ÓÌÏÊ ÎÁÄ x = (0; 0) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ y = (0; 0), Á "ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ" ÓÌÏÊ

ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Speck[z]=(z^n). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ (ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ) ’ : O_x → O_y ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ’(m_x) = m^n_y . äÁÎÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÓÐÅËÔÒÏŒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.7 Œ ÂÕËŒÁÌØÎÏÍ ÓÍÙ- ÓÌÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ SpecZ[i] → SpecZ. ðÕÓÔØ (p) ∈ SpecZ. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Spec(Z[i]=(p)) ∼= Spec(F_p [x]=(x^2+ 1)) (ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÌÏÑ ÌÏËÁÌÉÚÏŒÙŒÁÔØ ÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË Z=(p) | ÕÖÅ ÐÏÌÅ). ðÕÓÔØ p ≠ 2. åÓÌÉ Œ F_p ÅÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ −1, ÔÏ ÓÌÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ F_p ⊂ F_p2 , Á ÉÎÁÞÅ ÉÚ ÄŒÕÈ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÌÏÖÅÎÉÀ F_p ⊂ F_p ⊕ F_p .

æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.8. óÐÅËÔÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÏÒÍÁÌÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ.

íÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : X → Y ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÐÅËÔÒÏŒ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. ðÕÓÔØ x → y. ðÒÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ’ : O_y → O_x ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÞÉÓÌÏ e, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ’(m_y ) = m^e_x. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÎÁËÏÎÅÃ ÓÐÏÓÏÂÎÙ ÄÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÌÖÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÏŒÁÔØ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ- ËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË x → y ÄÌÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ ’ : O_y → O_x ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ’(m_y ) = m_x, Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ŒÙÞÅÔÏŒ k(y) ⊂ k(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÙÍ.

œÏÔ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ!