ìÅËÃÉÑ 6. ëÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ v : K → Z∪ ∞ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ

(i) v : K^∗ → ZÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, (ii) v(0) = ∞, (iii) v(x + y) ≥ min{v(x); v(y)}. ðÒÉÍÅÒÙ.

(Á) K | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ O_A 1_{;0}, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ A^1 Œ ÔÏÞËÅ 0 ∈ A^1 , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. v(P (T )) ÒÁŒÎÏ ÐÏ- ÒÑÄËÕ ÎÕÌÑ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (T ) Œ 0 ∈ A^1 , ÔÏ ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ T Œ P (T ), v(^{P (T )}_{Q(T )}) = v(P (T )) − v(Q(T )).

(Â) K | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ Z_{(p)}, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØ- ÃÏÍ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ SpecZ Œ ÔÏÞËÅ (p) (p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÔÏ ÅÓÔØ K = Q. v_p(m) ÒÁŒÎÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ p ÄÅÌÉÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ m, v(^m_n ) = v(m) − v(n).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R = {x ∈ K|v(x) ≥ 0} Œ ÄÉÓ- ËÒÅÔÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÏÌÅ K ÑŒÌÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ. ïÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m = {x ∈ K|v(x) ¿ 0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ R | ËÏÌØÃÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. ïÎÏ ÌÏ- ËÁÌØÎÏÅ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ x ∈ R ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v(x) = 0.

ôÁË ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ (äîë).

úÁÍÅÞÁÎÉÑ.

(Á) ðÕÓÔØ x; y ∈ R. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x|y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v(x) ≤ v(y).

(Â) ðÕÓÔØ ß ∈ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ v(ß) = 1 (ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÉÍÉ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ x ∈ R ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ x = ß^{v(x)}u, ÇÄÅ v(u) = 0, u ∈ R | ÏÂÒÁÔÉ- ÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

(Œ) R | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÏÐÉÓÁÎÏ Œ (Â).

éÚ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.2. ðÕÓÔØ I ⊂ R | ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ I = (ß^n) = m^n, ÇÄÅ ß | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÉÊ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÉÄÅÁÌÁ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ x ∈ I ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v(x) = min_{y∈I} v(y). ôÏÇÄÁ I = (x) = (ß^{v(x)}).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k ÐÏÌÅ R=m.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.3. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n cÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ k ∼= m^n=m^{n+1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ß ∈ R | ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÉÊ. ôÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ß^n ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ k → m^n=m^{n+1}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÌÑ ËÏÌØÃÁ R, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ äîë, dimR = 1, SpecR ÇÌÁÄËÉÊ (ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÇÌÁÄËÉÅ), ÐÒÉÞÅÍ SpecR ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË: ÏÂÝÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ, É ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÉÄÅÁÌÕ m. ðÏÜÔÏÍÕ SpecR ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÔÒÅÌËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÈÏÔÑ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ, ÎÏ ÄÏ- ŒÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ É ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÔÅÈÎÉËÕ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.4. ëÏÌØÃÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ äîë ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ŒÓÅÇÏ ŒÙ- ÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏ äîë É ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 6.0.

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.5. ìÏËÁÌØÎÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁ- ËÏÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ dimR = dim_{(R=m)}m=m^2, ÇÄÅ m ⊂ R ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ) ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÆÁËÔ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.6. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕ- ÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙ ŒÓÅ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁ- ÃÉÉ R_p Œ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ p ⊂ R.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äŒÁ ÌÕÞÛÉÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÚÎÁËÏÍÉÔÓÑ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÌÉÂÏ Œ ÐÒÏÞÔÅÎÉÉ ËÎÉÇÉ áÔØÉ É íÁË- ÄÏÎÁÌØÄÁ "œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ", ÌÉÂÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÍÅÈ-ÍÁÔÅ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ åŒÇÅÎÉÑ óÏÌÏÍÏÎÏŒÉÞÁ çÏÌÏÄÁ.

ïÂSSÅÄÉÎÑÑ ŒÍÅÓÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.4, 6.5 É 6.6, ÐÏÌÕÞÁÅÍ óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ dimR = 1, ËÏÌØÃÏ R ÎÅÔÅÒÏŒÏ. ôÏÇÄÁ SpecR ÇÌÁÄËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ SpecR ÎÏÒÍÁÌÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÅÔÅÒÏŒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍ.

ïÂ ÉÈ ŒÁÖÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ ÞÅ- ÒÅÚ ÏÄÎÕ ÌÅËÃÉÀ.

ðÒÉÍÅÒÙ.

(Á) ðÕÓÔØ C | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÌØÃÏ R, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ k[C] Œ k(C). ïÎÏ ÂÕ- ÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ÔÅÍ ÖÅ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ k(C), ÞÔÏ É k[C], Á ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÃÅÌÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ | ÃÅÌÏÅ). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ k. úÎÁÞÉÔ, R = k[ ~C] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ~C, ËÏÎÅÞÎÏ ÂÉ- ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊÓÑ ÎÁ C. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÇÌÁÄËÏÊ, ÔÏ ~C = C. íÙ ÕÖÅ ÓÔÒÏÉÌÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÎÏÄÁ É ËÁÓÐÁ.

(Â) ðÕÓÔØ O_K | ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ZŒ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ K ⊃ Q. ôÏÇÄÁ ’ : SpecO_K → SpecZ| ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÒÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔÓÑ (ÓÒÁŒÎÉÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÌÏÅŒ).

úÎÁÞÉÔ, dimO_K = 1 É ’ | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÐÅËÔÒÏŒ. œÙÒÁÚÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÔÕ ÍÙÓÌØ ÉÚ ÍÁÔÁÎÁÌÉÚÁ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË ÉÈ ÒÑÄÏŒ ôÅÊÌÏÒÁ, ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ K | ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏÌÅ. òÁÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË- ÃÉÀ | · | : K → R, |x| = ff^{−v(x)}, ÇÄÅ ff | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ïÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ: (i) |xy| = |x||y|, (ii) |x| = 0 ⇔ x = 0, (iii) |x + y| ≤ |x| + |y| (ÉÂÏ |x + y| ≤ max{|x|; |y|}). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ K ÐÏÌÅ. æÕÎËÃÉÑ | · | : K → R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (i), (ii) É (iii), ÎÁÚÙŒÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ. åÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ (iii) ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ |x + y| ≤ max{|x|; |y|}, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÙÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ. éÎÁÞÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏŒÙÍ.

îÁ ÐÏÌÅ Ó ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÍÅÔÒÉËÕ æ(x; y) = |x−y|, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ æ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÁ!).

ðÒÉÍÅÒÙ.

(Á) K | ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏÌÅ, | · | = ff^{−v(·)} | ÎÅÁÒÈÉ- ÍÅÄÏŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ.

(Â) K = Q, | · | | ÏÂÙÞÎÏÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ. üÔÏ ÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. | · |_p = p^{−vp (·)} | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ p- ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. ïÎÏ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ.

(Œ) K | ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, |·| = ff^{−v(·)}, ÇÄÅ v(·) | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÐÏÒÑÄ- ËÏÍ ÎÕÌÑ (ÐÏÌÀÓÁ) Œ 0 ∈ A^1 . ôÏÇÄÁ æ(f; g) ÍÁÌÏ ÔÏÇÄÁ, É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v(f − g) ŒÅÌÉËÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ Õ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ f É g Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ (ìÏÒÁÎÁ) Œ ÎÁÞÁÌÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÄÌÉÎÎÙÊ ËÕÓÏË.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ | · | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÑ K, Á fi ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ | · |^fi | ÔÏÖÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ K. ôÁËÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.7.(ôÅÏÒÅÍÁ ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ) ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ Q ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ (ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ):

(i) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ, (ii) p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ p. îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÅ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÍÅÅÔ Œ ÎÅÍ ÐÒÅÄÅÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (M; æ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (M; æ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÍÅÔÒÉËÕ) ŒÌÏÖÅ- ÎÉÅ i : M ,→ M Ó ÐÌÏÔÎÙÍ Œ M ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Q Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ, ÉÎÄÕ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ |·|. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ- ÚÁ ÐÏÌÎÏÔÙ R Œ ÎÅÍ ÕÄÁÅÔÓÑ ÉÚ- ŒÌÅËÁÔØ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁËÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ËÁË ÐÏÌÎÏÔÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÕÍÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Q É Œ ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÔÒÉ- ËÁÈ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.8. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ, ËÁË ËÏÌØÃÏ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍÕ (ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ) ÐÒÅÄÅÌÕ ^R = lim_{←−} R=m^i, ÇÄÅ m ⊂ R | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ ^R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÓÔÁÔËÏŒ f_i ∈ R=m^i, ÐÅÒÅÔÅËÁÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ R=m^i → R=m^j ÐÒÉ i ¿ j.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 5.4(Â) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R → ^R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ^v : ^R → Z, ^v(f) = max{i|f_i = 0} (ÅÓÌÉ ŒÓÅ f_i ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ, ÔÏ ^v(f) = 0). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ ^R, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÍ Ó R.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ^R ÐÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ^v. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ {x_i} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ ^R. ôÏÇÄÁ {∀”∃n|∀m ≥ n |x_m − x_n| ¡ ”}. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ {∀k∃n|∀m ≥ n ^v(x_m − x_n) ¿ k}, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏŒ Œ R=m^k , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ {x_i}, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_k ÏÓÔÁÔÏË (x_n)_k ∈ R=m^k . ôÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÓÔÁÔËÏŒ f_k ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ ^R, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i}.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R ⊂ ^R ÐÌÏÔÎÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ ^R. ðÕÓÔØ y_i ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ y_i = f_i Œ R=m^i. ôÏÇÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ lim_{i→∞} y_i = f. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

éÔÁË, ^R | ÔÏÖÅ äîë, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ^m ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎ ÏÂÒÁÚÏÍ m ÐÒÉ ŒÌÏÖÅÎÉÉ R ,→ ^R, É ^R=( ^m)^n ∼= R=m^n (ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!).

úÁÍÅÔÉÍ ÏÄÉÎ ÚÁÂÁŒÎÙÊ ÆÁËÔ: Œ ÐÏÌÎÏÍ äîë ÒÑÄ^∞ ∑ i=1 x_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |x_i| → 0 (ÜÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔÉ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ | · |).

äÌÑ ÑŒÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÊ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ m ⊂ R | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÌØÃÅ R. ôÏÇÄÁ R=m^n ∼= R_m=m^n_m, ÇÄÅ m_m ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ R_m (ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚÏÍ m).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÕÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R=m^n → R_m=m^n_m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒ- ÎÙÍ. ðÕÓÔØ^a_b ∈ R_m. ôÏÇÄÁ (b) + m = R (ÔÁË ËÁË ÉÄÅÁÌ m ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ) É (b) + m^n = R (ÎÁÄÏ ŒÏÚŒÅÓÔÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ n-ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ). úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ c ∈ R, m ∈ m^n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ bc + m = 1. ôÏÇÄÁ b(ac) + (am) = a, ac ∈ R É^a_b ∈ R_m ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ Œ R_m=m^n_m.

ðÒÉÍÅÒÙ.

(Á) ðÕÓÔØ R = Z, m = (p). ôÏÇÄÁ lim_{←−} (Z_{(p)}=(p)^n_{(p)}) ∼= lim_{←−} Z=(p^n) = Z_p | ÃÅÌÙÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

(Â) ðÕÓÔØ R = k[T ], m = (T ). ôÏÇÄÁ lim_{←−} (O_A 1_{;0}=(T )^n) ∼= lim_{←−} k[T ]=(T^n) = k[[T ]] | ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ.

œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ R (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ R_m) ÐÌÏÔÎÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÎÙÈ äîë.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ k[[T ]] = {a_0 + a_1T + a_2T^2 + : : : + a_nT^n + : : : }, ÇÄÅ a_i ∈ k. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ äîë R. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÉÊ ß, Á ÔÁË ÖÅ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÀ u_ff ∈ R ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ff ∈ R=m. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ R Œ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÒÑÄ a_0+a_1ß+a_2ß^2+: : :+a_nß^n+: : : Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ {u_ff}. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ff_0 = f(modm), a_0 = u_{ff0} , ff_1 = (f − a_0)=ß(modm), a_1 = u_{ff1} , ff_2 = (f − a_0 − a_1ß)=ß^2(modm), a_2 = u_{ff2} , É Ô.Ä.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ Z_p ÒÁÚÕÍÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕ- ÀÝÅÇÏ ÓÁÍÏ p, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ Œ Z_p=(p) = Z_{(p)}=(p) = Z=(p) = F_p ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ {0; 1; 2; : : : ; p − 1}. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, Z_p = {a_0 +a_1p+a_2p^2 +: : :+a_np^n +: : : }, ÇÄÅ a_i ∈ Z; 0 ≤ a_i ≤ p−1.

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ äîë ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.9. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ^K ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ^R ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ K. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |·| ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ÎÁ ^K (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i} ⊂ ^K ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÊ {|x_i|} ⊂ R ÔÏÖÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ß^nx_i} ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÌÃÅ ^R, ÇÄÅ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ß | ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÉÊ). ïÔÓÀÄÁ, ÄÅÌÑ ÎÁ ß^n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄÅÌ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÏ, ÞÔÏ K ÐÌÏÔÎÏ Œ ^K ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ^{lim xi}_{lim yi} = lim^{xi}_{yi} .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÏËÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÏÌ- ÎÏÇÏ äîë.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÐÏÌÎÏÔÁ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ. ïÓÎÏŒÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.10.(ìÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ) ðÕÓÔØ R | ÐÏÌÎÏÅ äîë, f ∈ R[T ]. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ff_0 ∈ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |f(ff_0)| ¡ 1, | | |^{f (ff0)}

(f^′(ff_0))^2 | | | ¡ 1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ff ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(ff) = 0 É |ff − ff_0| ¡ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ c = | | |^{f (ff0)}

(f^′(ff_0))^2 | | | ¡ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ff_{i+1} = ff_i −^{f (ffi)}_{f ′(ffi)} . äÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

(i) |ff_i| ≤ 1

(ii) |ff_i − ff_0| ≤ c (iii) | | |^{f (ffi)}

(f^′(ff_i))^2 | | | ≤ c^{2i} âÁÚÁ ÚÁÌÏÖÅÎÁ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ i Ë i + 1. (i) éÚ (iii) ÄÌÑ i É ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | | |^{f (ffi)}_f ′_{(ffi)} | | | ≤ | | |^{f (ffi)}

(f^′(ff_i))^2 | | | ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|ff_i − ff_{i+1}| ≤ c^{2i} ¡ 1. éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÉÚ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ ÉÍÅÅÍ |ff_{i+1}| ≤ 1.

(ii) ïÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ É ÉÚ ÒÁŒÎÓÔŒÁ ff_{i+1} − ff_0 = (ff_{i+1} − ff_i) + (ff_i − ff_0).

(iii) éÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÒÑÄÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f É f^′ ÉÍÅÅÍ:

f(ff_{i+1}) = f(ff_i) − f^′(ff_i) f(ff_i) f^′(ff_i) + fi ( f(ff_i) f^′(ff_i)

)_2 = fi ( f(ff_i) f^′(ff_i)

)_2 ; f^′(ff_{i+1}) = f^′(ff_i) + fl f(ff_i) f^′(ff_i) ; ÇÄÅ fi; fl ∈ R.

ôÁË ËÁË |f^′(ff_i)| ¿ | |fl f (ff_i)_{f ′(ffi)} | |, ÔÏ |f_′(ff_{i+1})| = |f_′(ff_i)|.

úÎÁÞÉÔ, | | |^{f (ffi+1)}

(f^′(ff_{i+1}))^2 | | | ≤ |fi| | | |^{f (ffi)}_f ′_{(ffi)} | | |^{2 1}_{|f} ′_{(ffi)|}2 ≤ c^{2i+1} .

éÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ (i) (ii) É (iii) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ff_i} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, Á ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ ÎÁ ff ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (É Ó ÐÏÈÏÖÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÈ îØÀÔÏÎÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÕÌÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

âÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÊ (É ÞÁÝÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÙÊ) ŒÁÒÉÁÎÔ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ çÅÎ- ÚÅÌÑ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.11. ðÕÓÔØ R | ÐÏÌÎÏÅ äîë, f ∈ R[T ]. ðÕÓÔØ ff ∈ k = R=m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[T ], ÐÒÉÞÅÍ f^′(ff) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÄÏ R, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ff ∈ R, ÒÅÄÕÃÉÒÕÀÝÉÊÓÑ Œ ff, É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(ff) = 0.

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ K^∗ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ É ŒÙÂÏÒ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÅÇÏ ß ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÔ (ÎÅËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ K^∗ ∼= Z× R^∗. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ: R=m = k = F_pr = F_q . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ çÅÎ- ÚÅÌÑ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÎÑÔØ ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ T^q − T = 0 ÉÚ ÐÏÌÑ k ÄÏ ËÏÌØÃÁ R (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ -1). ôÁË ÍÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ (ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÎÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ

ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÅÇÏ), Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÍ ÇÒÕÐÐÕ k^∗ Œ R^∗. úÎÁ- ÞÉÔ, K^∗ ∼= Z× R^∗ ∼= Z× F^∗_q × U^1, ÇÄÅ U^1 = {x ∈ R|x ≡ 1(modm)}. éÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ chark = p ≠ 2 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÔÂÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ exp : ßR → U^1 É ln : U^1 → ßR, ÐÏÌÕÞÁÅÍ R^+ ∼= ßR ∼= U^1 É K^∗ ∼= Z× F^∗_q × R^+. œ ÓÌÕÞÁÅ chark = 2 ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ R^+ ∼= ß^2R ∼= U^2, ÇÄÅ U^2 = {x ∈ R|x ≡ 1(modm^2)}. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÄÎÉÍÁÔØ Œ R^∗ ÇÒÕÐÐÕ (R=m^2)^∗. œ ÓÌÕÞÁÅ 2-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ: Z=4Z∼= {1; −1} ⊂ Z^∗_2, Q^∗_2 ∼= Z× (Z=4Z)^∗ × Z^+_2 .