ìÅËÃÉÑ 7. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÌØÃÏ R ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÃÅÌÏÚÁ- ÍËÎÕÔÏ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.

üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ äîë. œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÂÙÌÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÎÁ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.0. îÅÔÅÒÏŒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ äîë.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ŒÁÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ: ôÅÏÒÅÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ O_K | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔ- ÎÙÈ K, L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ O_L, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ O_K Œ L, ÂÕÄÅÔ ÄÅÄÅËÉÎ- ÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ O_K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ O_L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ O_K ÒÁÎÇÁ n = [L : K].

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ: ’ : SpecO_L → SpecO_K . ðÕÓÔØ p ∈ SpecO_K , B ∈ SpecO_L ÐÒÉÞÅÍ ’(B) = p, ÔÏ ÅÓÔØ B ∩ O_K = p. íÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ äîë (O_K )_p ⊂ (O_L)_B. äÌÑ ÎÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ e (ÉÎÄÅËÓ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ) É f: pO_L = B^e, [k(B) : k(p)] = f. äÌÑ ÉÈ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑÍ äîë. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ (O_K )_p É (O_L)_B ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅ ÎÁÓ ÞÉÓÌÁ e É f.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K_p É L_B ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÏÌÑÍÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÊ ËÏÌÅÃ (O_K )_p É (O_L)_B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.2. ðÕÓÔØ L = K(ff) ∼= K[T ]=(P (T )). ôÏÇÄÁ

K_p[T ]=(P (T )) ∼= ⨁ B∈’^{−1} (p)

L_B:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.3. ëÏÌØÃÏ ^(O_L)_B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÐÏÌÎÏÇÏ äîë ^(O_K )_p Œ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ L_B. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 7.1.

âÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. óÍÅÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ: K ⊂ L | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, O_K ⊂ O_L | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÎÙÈ äîë, p_K ⊂ O_K , p_L ⊂ O_L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, k É k_L | ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ ËÏÌÅÃ O_K É O_L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ e É f | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÑ K ⊂ L, [L : K] = n.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.4. ef = n. 1

2 ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚ- ŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ e = 1 (f = n). òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ f = 1 (e = n).

âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ (ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.5. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ⊂ E ⊂ L, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ ÎÁÄ K ÐÏÄ- ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Œ L, ÐÒÉÞÅÍ [E : K] = e, ÔÏ ÅÓÔØ L=E | ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÏÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ L=K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅÍ çÁÌÕÁ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ g ∈ Gal(L=K) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ O_L. ïÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÁ O_L=p_L = k_L → O_L=p_L = k_L. ôÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ f : Gal(L=K) → Gal(k_L=k).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.6. k_L=k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, Á ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÌÑ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ L=K ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ çÁÌÕÁ Gal(L=K) ∼= Gal(k_L=k).

œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÅ k ËÏÎÅÞÎÏ, Gal(k_L=k) ∼=¡ Fr ¿_f , ÇÄÅ ¡ Fr ¿ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ x → x^{|k|}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ L ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ f^{−1}(Fr) ∈ Gal(L=K), ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅ- ÎÉÕÓÁ.

ðÕÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÚÁÄÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ L = K(ff). ôÏÇÄÁ ÈÁÒÁËÔÅÒ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ e É f) ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ K[T ] ÄÌÑ ff.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.7. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ O_L, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(T ) ∈ k[T ] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔ- ÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÐÏÌÑ k).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.8. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ O_L, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ T^e + a_{e−1}T^{e−1} + : : : + a_1T + a_0, ÇÄÅ a_i ∈ p_K , a_0 =∈ p^2_K .