üËÚÁÍÅÎ ÐÏ ËÕÒÓÕ "áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÔÅ- ÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ. îÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÒÓ", ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, 2003

1) ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Q. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ X ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÚ Q. 2) (Á) îÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÙ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ÏÓÉ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ (0; 1) É ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ y = x^3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ 7-ÕÇÏÌØÎÉË.

(Â) œÓÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÙ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÉÈ ÎÁÞÁÌÏ (ÃÅÎÔÒ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÁÂÏÌÙ), Á ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1 ÎÁÒÉÓÏŒÁÎ ŒÄÁÌÉ ÏÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÂÒÁÎ ÍÁÓÛÔÁÂ).

3) (Á) îÁÊÔÉ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ O_K Œ ÐÏÌÅ K = Q(ff), ÇÄÅ ff | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^3 − 3x + 1. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÉÚ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ É ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.)

(Â) îÁÊÔÉ ÚÁËÏÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ËÏÌØÃÅ O_K . (õËÁ- ÚÁÎÉÅ: ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ŒÌÏÖÉŒ ÄÁÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ Œ ËÒÕÇÏŒÏÅ.)

4) òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ÃÅÌÙÈ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m É ÐÒÏ- ÓÔÏÅ p ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, Á r | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ Q(ı_m) ∩ Q(ı_pr ) = Q, ÇÄÅ ı_k | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ k-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1. œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ [Q(ı_n) : Q] = ’(n).

5) ðÕÓÔØ f_n(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ Q ÄÌÑ ı_n. éÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÉÀ çÁÌÕÁ, ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ŒÉÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_n Œ F_p [x] ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ

(Á) (p; n) = 1, (Â) p ÄÅÌÉÔ n.

6) ðÕÓÔØ K | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁÄ K ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÓÔÅÐÅÎÉ n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ.

7) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ SpecR ÎÅÓŒÑÚÅÎ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ R = A ⊕ B Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÌÅÃ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ 1

2 ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e_1; e_2 ∈ R, ÞÔÏ e_1e_2 = 0, e_1e_1 = e_2e_2 = e_1 + e_2 = 1.)

8) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ áÒÔÉÎÁ-ûÒÅÊÅÒÁ, ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÑ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ëÕÍÍÅÒÁ. ïÎÁ ÉÚÕÞÁÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ p ÐÏÌÑ K, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ charK = p ¿ 0.

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ K ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ P_a(x) = x^p + x − a, a ∈ K, ÔÏ Œ K ÅÓÔØ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_a(x) ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍ, Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K(ff)=K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÇÄÅ ff | ËÏÒÅÎØ P_a(x).

(Â) (ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ 90) ðÕÓÔØ L=K | ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ ÓÔÅÐÅÎÉ p Ó ÇÒÕÐÐÏÊ G =¡ g ¿_p. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ fi ∈ L ÅÇÏ ÓÌÅÄ ÒÁŒÅÎ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ L ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fi = ff − g(ff).

(Œ) ðÕÓÔØ L=K ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ p. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ a ∈ K ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ L = K(ff), ÇÄÅ ff | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_a(x).

9) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ K=Q Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ Z=nZ.

(Â) ìÀÂÁÑ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ çÁÌÕÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q?

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ŒÓÅÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ËÕÒÓÁ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍÉ.

õÄÁÞÉ!