õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ.

ðÕÓÔØ K ÐÏÌÅ, K[x] ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ K. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ K[x] ÇÌÁŒÎÙÅ É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ K[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ (õËÁÚÁÎÉÅ: ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ).

(Â) ðÕÓÔØ R ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÔÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ). äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ m ⊂ R ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R=m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

(Œ) äÏËÁÚÁÔØ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ K[x], ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ K ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ K ÐÏÌÑ K. ðÕÓÔØ ff ∈ K. ôÏÇÄÁ K(ff) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ K É ff, ÔÏ ÅÓÔØ

K(ff) = {

P (ff) Q(ff)

|P; Q ∈ K[x]}

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ I = {P ∈ K[x]|P (ff) = 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÌÏÍ Œ K[x].

(Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ K[x]=I ∼= K(ff) (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ K[x] → K; x → ff).

ôÁËÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ. (Œ) éÚ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÑ K(ff) É K(fi) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ff É fi ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ P . ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÏÄÐÏÌÑÍÉ Œ K. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ K = Q, P (x) = x^3 − 2)

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÁÖÎÏÅ É ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

(Ç) ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ ’ : K → F . ôÏÇÄÁ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : K(ff) → F ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÓËÏÌØËÏ ËÏÒÎÅÊ Õ P Œ ÐÏÌÅ F . (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÕÄÁ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ ff ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ’.)

1

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ff ËÏÒÅÎØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ∈ K[x]. ôÏÇÄÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K(ff) ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ P (x) = (x − ff)Q(x).

(a) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÃÅ- ÌÉËÏÍ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K(ff).

(Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅ L, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ K, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÎÉÍ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÎÉËÁËÏÅ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ ÎÅÍ ÐÏÌÅ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ. ðÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÑ, ËÁË K-ÁÌÇÅÂÒÙ.

(Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ K ÅÓÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÐÏÌÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ L.

L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. óÔÅÐÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ.

ðÕÓÔØ K ⊂ L ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ôÏÇÄÁ L ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ, ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ K. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ [L : K] = dim_K L.

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÁÛÎÉ ÐÏÌÅÊ K ⊂ L ⊂ E ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ [E : K] = [E : L][L : K].

åÓÌÉ [L : K] ¡ ∞, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ.

(Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÍ.

(Œ) ðÕÓÔØ L = K(ff), ÇÄÅ ff ËÏÒÅÎØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . ôÏÇÄÁ [L : K] = deg(P ).

(Ç) éÓÐÏÌØÚÕÑ (Â) É (Œ), ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

(Ä) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÏ, ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ.

(Å) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p^r ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÁŒÎÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÁÛÅÇÏ ÐÏÌÑ, Á r ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ K ⊂ L, [L : K] = 2, charK ≠ 2.

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ K(ff), ÇÄÅ ff ËÏ- ÒÅÎØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÉÄÁ P (x) = x^2 − D.

(Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ P .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ëÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

ðÕÓÔØ charK ≠ 2; 3.

(Á) ìÀÂÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÎÁÄ K ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ- ŒÅÄÅÎ Ë ŒÉÄÕ P (x) = x^3 + px + q Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÊ x.

(Â) ðÕÓÔØ ff_1; ff_2 É ff_3 ËÏÒÎÉ P , D = (ff_1 −ff_2)^2(ff_2 −ff_3)^2(ff_3 −ff_1)^2 | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D ∈ K. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ŒÅÒÎÁ É Œ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ!)

(Œ) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ K, ÔÏ L = K( √ D; ff), ÇÄÅ ff ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ P . (õËÁÚÁÎÉÅ: [L : K] ≤ 6)

(Ç) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ D ∈ K^2. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ff_2 + ff_3; ff_2 − ff_3 ∈ K(ff_1) É ŒÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ L = K(ff_1).

(Ä) îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (x) = x^n + a_{n−1}x^{n−1} + : : : + a_0 | ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ ÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÒÁŒÅÎ ∏ i¡j (ff_i −ff_j )^2, ÇÄÅ P (x) =

∏_n i=1(x−ff_i). œÙÒÁÚÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ p É q. (ïÔŒÅÔ: D = −4p^3 − 27q^2)

(Å) îÁÊÔÉ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^3 − 7 ÎÁÄ Q ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏ, ÞÔÏ^3 √ 1 ∈ F . îÁÊÔÉ F ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ (Œ), (Ç) É (Ä).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

ðÕÓÔØ K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, charK = p. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ K ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ p^n.

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÅ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÞÔÏ Œ F_p ÅÓÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÅÍÕ. ðÏÌÅ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F_pn . (õËÁÚÁ- ÎÉÅ: ÌÀÂÏÊ x ∈ F_pn ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{pn} − x = 0) (Â) ðÕÓÔØ K ÐÏÌÅ, G ⊂ K^∗ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ- ÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ G ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÂÅ- ÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ, Á ÔÁËÖÅ ÔÏ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^m − 1 ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ m ËÏÒÎÅÊ.)

(Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (Á) É (Â).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÎÏÓÉÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁË- ÔÅÒ:

(Ç) ðÕÓÔØ K ÐÏÌÅ, charK = p ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ K É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n (a + b)^{pn} = a^{pn} + b^{pn} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. óÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ P ∈ K[x] ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ K.

(Á) íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. (îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ÎÅ ÚÁÂÙÔØ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌÅŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ.)

(Â) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÔÏ charK = p ¿ 0, É P (x) = Q(x^p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q.

ðÕÓÔØ K ⊂ L ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. üÌÅÍÅÎÔ ff ∈ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ. óÁÍÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ⊂ L ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ L ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ. ðÏÌÅ K ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

(Œ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÑŒÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.)

(Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ K ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ff ∈ K ÉÚŒÌÅËÁÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ p^n (Œ ÓÁÍÏÍ K).

(Ä) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÐÏÌÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÌÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙ.

(Å) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÁÛÎÉ ÐÏÌÅÊ K ⊂ L ⊂ F ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ⊂ F ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L ⊂ F ÔÏÖÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

(Ö) ðÕÓÔØ L=K ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ôÏ- ÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÉÊ L → K ÎÁÄ K ÒÁŒÎÏ [L : K]. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, Á ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2(Ç).)

(Ú) œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ (Ö) ÔÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÊ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ Œ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ charK ≠ 2, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ Z=2Z.

(Â) ðÕÓÔØ L ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, charK ≠ 2; 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÉÓËÒÉ- ÍÉÎÉÎÔ D ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ K, ÔÏ Gal(L=K) ∼= S_3. ëÁËÏÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ A_3 ⊂ S_3? þÅÍÕ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ Gal(L=K) Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ ÐÏÌÅ K?

(Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Gal(F_qk =F_q ) ∼= Z=kZ, ÇÄÅ q = p^r , p ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ. ïÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÏ ÂÉÅËÃÉÀ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÕÀ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ:x → x^q)

(Ç) ðÕÓÔØ k ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ, K = k(a_1; : : : ; a_n), L ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^n +a_1x^{n−1} +: : :+a_n ∈ K[x]. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Gal(L=K) ∼= S_n. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k(œ_1; : : : ; œ_n) ⊂ k(x_1; : : : ; x_n), ÇÄÅ œ_1; : : : ; œ_n | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x_1; : : : ; x_n).

çÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ Gal(L=K) ÅÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ L.

(Ä) îÁÊÔÉ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^4 − 3 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q. (õËÁÚÁ- ÎÉÅ: ÄÁÎÎÏÅ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÁ ÐÏÄÐÏÌÑ Q(i) É Q(^4 √ 3), ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ Q.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÕÓÌÏŒÉÊ (ii) É (iii) Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.3 ÎÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ L=K.

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (ii) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ (iii) Œ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ôÁËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ çÁÌÕÁ.

(Â) äÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ Gal(L=K) Œ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÑ.