õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ëÒÕÇÏŒÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q. ðÕÓÔØ “_m =^m √ 1 | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÉÚ 1 ÎÁÄ Q.

ðÏÌÅ Q(“_m) ÉÍÅÅÔ ŒÁÖÎÙÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ.

(Á) œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ m = p^r , Á p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [Q(“_m) : Q] = ’(m) = (p − 1)p^{r−1}, Á Gal(Q(“_m)=Q) ∼= (Z=mZ)^∗ (õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ “_m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) =^{xm−1}_{xm=p−1} . éÚ ÌÅÍÍÙ çÁÕÓÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Z. ðÕÓÔØ f(x) = g(x)h(x), g; h ∈ Z[x]. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g(1) É h(1) ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ f(1) = p.)

(Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n ËÏÍÐÏÚÉÔ ÐÏÌÅÊ Q(“_m ) É Q(“_n ) Œ ÐÏÌÅ Q ÒÁŒÅÎ Q(“_{mn} ).

(Œ) œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Q(“_m) ∩ Q(“_n) = Q ÄÌÑ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m É n. œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ É ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2.2, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ m [Q(“_m) : Q] = ’(m), Á Gal(Q(“_m )=Q) ∼= (Z=mZ)^∗, ÇÄÅ ’ | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ.

(Ç) ëÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ Ó m, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ Gal(Q(“_m)=Q) ∼= (Z=mZ)^∗, ÒÁŒÎÙÊ p(modm). îÁÊÔÉ ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÔÏÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÑ Q(“_m) ÎÁ “_m. þÔÏ ÏÎ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ? íÙ ÅÝÅ ŒÓÔÒÅÔÉÍÓÑ Ó ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ, ÏÎÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÍÅÓÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. (ïÔŒÅÔ: “_m → “^p_m.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ëÏÍÐÏÚÉÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ L_1=K É L_1=K ÄŒÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÑ K, L_1; L_2 ⊂ F . òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÔ L_1 · L_2 œ ÐÏÌÅ F .

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Gal(L_1 ·L_2=L_2) ∼= Gal(L_1=(L_1 ∩L_2)). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÕÓÔØ H | ÏÂÒÁÚ Gal(L_1 · L_2=L_2) Œ Gal(L_1=(L_1 ∩ L_2)) ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L^H_1 = L_1 ∩ L_2.)

(Â) œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ (Á), ÞÔÏ Gal(L_1 · L_2=L_1 ∩ L_2) ∼= Gal(L_1=L_1 ∩ L_2) × Gal(L_2=L_1 ∩ L_2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. îÏÒÍÁ É ÓÌÅÄ.

ðÕÓÔØ L=K ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ¸ ∈ L. ôÏÇÄÁ ÎÏÒÍÏÊ ¸ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ N_{L=K} (¸) = ∏ g∈Gal(L=K)

g(¸); 1

Á ÓÌÅÄÏÍ Tr_{L=K}(¸) = ∑ g∈Gal(L=K)

g(¸):

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N_{L=K} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ- ÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ L^∗ → K^∗, Á Tr_{L=K} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ L^+ → K^+. œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÔÏ É mn ÔÏÖÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q ⊂ Q(i).)

(Â) ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ¸ ÎÁÄ K ÒÁŒÅÎ x^n+a_{n−1}x^{n−1}+ : : :+a_0. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ N_{L=K}(¸) ÒÁŒÎÁ a^{[L:K(ff)]}_0 , Á ÓÌÅÄ Tr_{L=K} (¸) ÒÁŒÅÎ [L : K(¸)]a_{n−1}.

(Œ) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ áÒÔÉÎÁ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÁÈ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Tr_{L=K} ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

(Ç) (ÄÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L ÎÁÄ K ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Tr_{L=K} (ab) : L × L → K ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ √ p_1; : : : ; √ p_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ÇÄÅ Q, p_1 : : : ; p_n ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.

(Ä) (ÄÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ) ìÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ¸ ∈ L ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_ff ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ¸ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L ÎÁÄ K. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ L → GL_K (L), É ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M_ff ÒÁŒÎÙ N_{L=K} (¸) É Tr_{L=K} (¸) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ í_ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓŒÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ, ËÁË ¸ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓŒÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ.

(Á) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ı ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÃÉÒËÕ- ÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÐÌÏÝÁÄØ, ÞÔÏ É ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÒÕÇ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ (ËŒÁÄÒÁÔÕÒÁ ËÒÕÇÁ).

(Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÉ (ÔÒÉÓÅËÃÉÑ ÕÇÌÁ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ cos(’=3)+i sin(’=3) ÐÏ ÞÉÓÌÁÍ cos(’) + i sin(’) = É 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ x^3 − ∈ K[x] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ K, ÇÄÅ K = Q(). ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÕÇÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÉÓÅËÃÉÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ É ÎÅÒÁÚ- ÒÅÛÉÍÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÕÇÌÙ ı=2, ı=3.)

(Œ) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ 5-ÕÇÏÌØÎÉË. äÌÑ ÜÎÔÕÚÉÁÓÔÏŒ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ 17-ÕÇÏÌØÎÉË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. áÎÁÌÏÇ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ É ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ.

îÁÊÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ı_1(S^1), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÎÁËÒÙÔÉÅ R → S^1, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏ Z ⊂ R. ðÏËÁ- ÚÁÔØ, Œ ÞÅÍ ÁÎÁÌÏÇ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ É ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. òÅÛÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

òÅÛÉÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ S_3 ÒÁÚ- ÒÅÛÉÍÁ.