ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ d ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X_1 ⊂ X_2 ⊂ : : : ⊂ X_d ≠ X. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏØÛÁÑ ÉÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ A^2 , ÚÁÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ X ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ k(X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A^n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÇÉ- ÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ A^n ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n − 1.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÒÓÔÉ ÓÌÏÅŒ. ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ dimX = m É dimY = n. ôÏÇÄÁ a. dimX ≥ dimY .

b. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y dim’^{−1}(y) ≥ m − n, ÅÓÌÉ ’^{−1}(y) ÎÅ ÐÕÓÔÏ. Ó. ðÏÞÔÉ äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y dim’^{−1}(y) = m − n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÔÏÞËÅ P ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ O_{X;P} ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ P .

ëÏÌØÃÏ O_{X;P} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m_{X;P} , ÓÏÓÔÏ- ÑÝÉÊ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ P .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Œ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÐÕÓÔØ ’ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ Œ ÔÏÞËÅ P ∈ X, É ’^{−1} Œ ÔÏÞËÅ ’(P ) ∈ Y . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O_{X;P} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ O_{Y;’(P )}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’(t) = (t^2; t^3) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÑÍÏÊ A^1 É ËÒÉŒÏÊ C Œ A^2 , ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2 = x^3. îÁÊÄÉÔÅ ’^∗(O_{(0;0)}) ∈ k(t).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ (0; 0) ËÏÏÄÉ- ÎÁÔÎÏÇÏ ËÒÅÓÔÁ Œ A^2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ˙ ⊂ O ⊕ O (O | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ 0 Œ A^1 ), ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ÆÕÎËÃÉÊ (f; g), ÞÔÏ f(0) = g(0).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. îÁÊÄÉÔÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ (0; 0; 0) ËÏÏÄÉÎÁÔ- ÎÏÇÏ ËÒÅÓÔÁ Œ A^3 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. îÁÊÄÉÔÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ (0; 0) ÎÁ ËÒÉŒÏÊ Œ A^2 , ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ xy(x − y) = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X ⊂ A^n Œ ÔÏÞËÅ P ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{X;P} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓŒÁ A^n , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F ∈ k[A^n ] ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ F = 0 ÎÁ X, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d_P F = 0 ÎÁ T_{X;P} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ m_x=m^2_x ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ T^∗_{X;P} .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÏÞËÉ P ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ dimT_{X;P} = mindimT_{X;Q}, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ.

åÓÌÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ A^n .

ôÅÏÒÅÍÁ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ.

b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ 3-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÌÅÖÉÔ Œ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

c. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ 3-ÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÒÅÈ ÐÒÑÍÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X É ÔÏÞËÕ P ÎÁ ÎÅÍ. æÕÎË- ÃÉÉ t_1; : : : ; t_n ∈ O_{X;P} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÏÞËÅ P , ÅÓÌÉ t_i ∈ m_P É t_1; : : : ; t_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^∗_{X;P} .

ìÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÁ. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ- ÃÏÍ O, ÉÍÅÀÝÉÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m. üÌÅÍÅÎÔÙ t_1; : : : ; t_n ∈ O ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ Œ M=mM ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÌØÃÁ O_{X;P} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ m_{X;P} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.15. œ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÑÍÏÊ A^1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.16. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ X, ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ Œ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÏÞËÅ P ∈ X. ðÕÓÔØ t_1; : : : ; t_n ∈ O_{X;P} ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ Œ ÔÏÞËÅ P . ðÕÓÔØ f_i | ÏÂÒÁÚ f Œ O=m^i.

a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ O=m^i ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÕ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t_1; : : : ; t_n ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÓÅÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ i.

b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f_{i+1}. úÄÅÓØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ É ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÊ i−1; É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ

ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ P ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÒÑÄ. üÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÐÏÌÎÅÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Œ ÔÏÞËÅ P ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ËÏÌÅÃ O_{X;P} =m^i_{X;P} . üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ f_i ∈ O=m^i, ÞÔÏ f_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ f_{i+1} ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ fi=m^{i+1} → fi=m^i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.17. ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÐÏÌÎÅÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Œ P ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ A^1 ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ O_A1_{;P} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Œ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏ- ÐÏÌÎÅÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (ÅÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Œ ÏÓÏ- ÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÏÄÁÌØÎÏÊ ËÕÂÉËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Œ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ËÒÅÓÔÁ.