õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. óÐÅËÔÒÙ ËÏÌÅÃ.

(Á) ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, Á k[X] | ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÁÌÇÅ- ÂÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ m_x ⊂ k[X] ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ x ∈ X. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ f : X → Y ÔÏÞËÁ x ∈ X ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ y ∈ Y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’^{−1}(m_y ) = m_x, ÇÄÅ ’ : k[Y ] → k[X] | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë f ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ïÐÉÛÉÔÅ Speck[X] Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.

(Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏÌÅÃ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ | ÐÒÏÓÔÏÊ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏ- ÌÅÃ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÍ.

(Œ) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË.)

ðÕÓÔØ K ÐÏÌÅ, R | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ K-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ R ∼= K[x_1; : : : ; x_n]=I. òÅÛÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ R Œ K-ÁÌÇÅÂÒÅ L ÉÌÉ L- ÔÏÞËÏÊ SpecR ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ R → L, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ SpecL → SpecR.

(Ç) ðÕÓÔØ K ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ, X ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ K, ÉÄÅÁÌ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ Œ K[x_1; : : : ; x_n] ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f_1; : : : ; f_m ∈ K[x_1; : : : ; x_n], Á X = SpecK[x_1; : : : ; x_n]=(f_1; : : : ; f_m). ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ (ÏÂÙÞÎÙÅ) ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, L-ÔÏÞËÉ X, ÇÄÅ L ÐÏÌÑ, ÑŒÌÑÀ- ÝÉÅÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ K, É ÔÏÞËÉ ÉÚ ÓÐÅËÔÒÁ X? óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ȷ ∈ X ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ [k(ȷ) : K] ¡ ∞? ëÁË ÜÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ Gal(K=K) ÎÁ X? òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÐÒÉÍÅÒ X = A^1_K , X = SpecK[T ] (õËÁÚÁ- ÎÉÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ SpecL → SpecR ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂÒÁÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ SpecL.)

(Ä)(ÄÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ f ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ SpecR ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ f^n = 0. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁÄÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒ- ÎÏÇÏ. äÌÑ f, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÉËÁËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ f. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ Ë M ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ M ÎÅ ÐÕÓÔÏ, Á ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ f.) 1

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ, ÒÁŒÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ŒÓÅÈ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÑ, ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ ÎÁ SpecR, ÎÏ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ R, ÉÇÒÁÀÔ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓŒÏÀ ÒÏÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÁÈ.

(Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ SpecR Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓËÏÇÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ D(f) = SpecR\V (f) = {p ∈ SpecR|f(p) ≠ 0} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, Á ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÂÙÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. óÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

(Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ p ∈ SpecR ÚÁÍËÎÕÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p ⊂ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

ïÂÝÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÚÁÍÙ- ËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÅÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ.

(Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ. (Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ŒÎÉÚ ÃÅÐÏÞËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ SpecR. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ SpecR ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÓÔÁ- ŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

(Ä) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ (Ç), ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ.

(Å) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÙ (ÄÁÖÅ ÎÅÎÅÔÅÒÏŒÙÈ) ËÏÌÅÃ ËÏÍÐÁËÔÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. íÏÒÆÉÚÍÙ ÓÐÅËÔÒÏŒ.

(Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅÔÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ R → S ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ ÓÏ- ÏÔŒÅÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ SpecS → SpecR ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

(Â) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ SpecS → SpecR ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏ- ÖÅÎÉÅÍ É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ Ó

ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÏ, ÞÔÏ SpecR=N → SpecR ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ, ÇÄÅ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁ- ÄÉËÁÌÏÍ R.)

(Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ R → S ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÐÅËÔÒÏŒ SpecS → SpecR ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÌÏÔ- ÎÙÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÅ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÝÅÇÏ ÓÏ ŒÓÅÍ ÓÐÅËÒÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ ÎÁ ÎÅÍ ÎÕÌÀ.)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÀ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ.

(Ç) ðÕÓÔØ S ⊂ R ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f ∈ R ÄÒÏÂØ^f_1 , ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ’ : R → S^{−1}R É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ ’^a : SpecS^{−1}R → SpecR. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÏÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. þÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ’^a ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ p ⊂ S^{−1}R ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ.)

(Ä) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ (Ç), ÞÔÏ ÎÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ D(f) ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÐÅËÔÒÏŒ SpecR_f , ÇÄÅ R_f ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ R Œ S = {1; f; f^2; : : : ; f^n; : : : } (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ f ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ).

(Å) äÏËÁÖÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f ∈ k[X], ÔÏ ÎÁ D(f) ÅÓÔØ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÔÅ Y = {x_{n+1}f(x_1; : : : ; x_n) − 1 = 0} ⊂ A^{n+1} , X × A^1 ⊂ A^{n+1} É ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. üÔÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë A^{n+1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÀËÏÍ òÁÂÉ- ÎÏŒÉÞÁ.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÏÞÅË É ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ.

(Á)(ÄÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ) äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ îÁ- ËÁÑÍÙ: ÅÓÌÉ R ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ c (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ) ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m, M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÉÍ, É mM = M, ÔÏ M = 0. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ det-ÔÒÀË, ÒÁÓ- ËÌÁÄÙŒÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ b_i ÍÏÄÕÌÑ M ÐÏ ŒÓÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ b_1; : : : ; b_n, ÎÏ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ m.)

(Â) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ îÁËÁÑÍÁ, ÞÔÏ ⋂ i m^i = 0, Á ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÔÏ,

ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ R ÎÁ SpecR ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ

ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÅ m ∈ SpecR, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ R → ^R Œ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÁÔÁÎÁÌÉÚÁ Ó ÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÅÊ e^{−1x2} !)

(Œ) îÁÊÄÉÔÅ dim SpecZ, dim SpecZ[T ], dim SpecR, ÇÄÅ R | ÃÅ- ÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ZŒ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ Q ⊂ K, dim SpecZ[^{10} √ 2]. (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÌÏÅŒ).

(Ç) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ SpecZ, SpecZ[i], SpecZ[T ] | ÇÌÁÄËÉÅ. îÁÊ- ÄÉÔÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ SpecZ[ni] (õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ SpecZ[i] → SpecZ[ni] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ D(n).)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. äŒÕÌÉÓÔÎÙÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ SpecZ.

(Á) ðÕÓÔØ Q ⊂ K = Q( √ n) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÇÄÅ n | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÏ ËÏÌØÃÏ O_K , ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁ- ÎÉÅÍ ZŒ K. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÌÅÍÅÎÔ ff = a + bi ∈ K ÃÅÌ ÎÁÄ ZÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓÌÅÄ É ÎÏÒÍÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.) (ïÔŒÅÔ: O_K = Z[ff], ÇÄÅ ff = √ n, ÅÓÌÉ n ≡ 2; 3(mod4), ff =^{√n+1}_2 , ÅÓÌÉ n ≡ 1(mod4).)

(Â) îÁÊÄÉÔÅ SpecO_K , ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÅÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ SpecZ. ðÕÓÔØ X ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÏÄÓÐÅËÔÒ Œ SpecZ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÁÍ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅÔŒÉÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ X = V (D), ÇÄÅ D | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ff. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÅÝÅ ŒÓÔÒÅÔÉÍÓÑ.

(Œ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ X = y^2 − f(x) = 0 ⊂ A^2 , ÐÒÑÍÕÀ A^1 (ŒÓÅ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ) É ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ ’ : X → A^1 , (x; y) → x. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ f ËÒÉŒÁÑ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ? îÁÄ ËÁËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ A^1 Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ? îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÏÂÝÅÇÏ Ó ÐÕÎËÔÏÍ (Â).

(Œ) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ SpecO_K ÇÌÁÄËÉÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ SpecZ[ √ n] Œ ÓÌÕÞÁÅ n ≡ 1(mod4).