îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô

á. à. ðÉÒËÏŒÓËÉÊ

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

þÁÓÔØ I

íÏÓËŒÁ 2005 ð33

ðÉÒËÏŒÓËÉÊ á. à.

ð33 óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. þÁÓÔØ I. | í: 2005. | 84 c.

ëÎÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÐÉÓËÉ ÓÅÍÅÓÔÒÏŒÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÒÏÍ Œ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÍÏÓËÏŒÓËÏÍ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÉÔÅÔÅ Œ ŒÅÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 2003 Ç. åÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÅ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÍÕ ËÕÒÓÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ïÓÏÂÏÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÏÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÄÏ L^∞-ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ) É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÅÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÈ. œËÌÀÞÅÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÒÁÔÎÏ- ÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÌÑ ËÎÉÇÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÅÎ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÔÒÁËÔÕÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ É ÁÓÐÉÒÁÎÔÏŒ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÏÓÔÅÊ.

áÌÅËÓÅÊ àÌØÅŒÉÞ ðÉÒËÏŒÓËÉÊ

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

þÁÓÔØ I

© ðÉÒËÏŒÓËÉÊ á. à., 2005

ïçìáœìåîéå

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ 5

1. œŒÅÄÅÎÉÅ: ÚÁÄÁÞÁ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ 7

2. óÐÅËÔÒ É ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 14 2.1. áÌÇÅÂÒÙ É ÓÐÅËÔÒÙ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ . . . . . . . . . . . . . 14 2.2. âÁÎÁÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.3. óÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ . . . . . . . . . . 24 2.4. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ . . . . . . 27 2.5. óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3. óÐÅËÔÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÉÈ ÞÁÓÔÉ 34 3.1. ôÏÞÅÞÎÙÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÙ. ïÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 3.2. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ . . . . . . . . . . . 37 3.3. åÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÓÐÅËÔÒÁ . . . . . . . . . . . . . . 43 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4. çÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 48 4.1. ðÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . 48 4.2. çÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ: ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ . . . . 52 4.3. ï ÎÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÈ . . . 61 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ 65 5.1. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ É ÈÁÒÁËÔÅÒÙ . . . . . . . . . . . 65 5.2. óÌÁÂÁÑ É ÓÌÁÂÁÑ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . 68 5.3. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ . . 71 5.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ: ÐÒÉÍÅÒÙ . . . . . . . . . . 73 5.5. ëÁÔÅÇÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ 77 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6. C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 87 6.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ 87

4 ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

6.2. óÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ. ðÅÒŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØ- ÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 6.3. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ: ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ . . . . 95 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

7. âÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 100 7.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ . . . . . . . . . 100 7.2. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 7.3. óÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(X) . . . . . . . . . . . . . 105 7.4. óÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(H) . . . . . . . . . 107 7.5. âÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ: ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ . . . . 108 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

8. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 115 8.1. óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 8.2. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ C(X). óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ . . . . . . . . . . . . 120 8.3. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ{ óÔÉÌÔØÅÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

9. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 127 9.1. íÏÄÕÌÉ, ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ . . . . 127 9.2. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ . . 131 9.3. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ: ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ . . . . . . . . . 135 9.4. L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. óËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÁÑ ÍÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

10. ôÅÏÒÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 150 10.1. éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÐÒÑÍÙÅ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 10.2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÑ Œ ÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 10.3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ 171

ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 174

ðòåäéóìïœéå

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÂÒÏÛÀÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÐÉÓËÉ ÓÅÍÅÓÔÒÏŒÏÇÏ ËÕÒ- ÓÁ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÒÏÍ Œ îÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏÍ ÍÏÓËÏŒÓËÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ Œ ŒÅÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 2003 Ç. ðÏÍÉÍÏ ÍÁ- ÔÅÒÉÁÌÁ, ÉÚÌÁÇÁŒÛÅÇÏÓÑ ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ, Œ ÔÅËÓÔ ŒËÌÀÞÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ŒÒÅÍÅÎÉ).

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ Œ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÙÈ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÉÌÉ, ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏ, ËÁË ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÜÔÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ). ôÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ ÚÁ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏÍ, ÄÅÌÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÎÏÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ É ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ, É, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏ- ÇÅ, ÏÔËÒÙŒÁÅÔ ÛÉÒÏËÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ | Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÎÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ äÖ. ôÜÊÌÏÒÁ [45] Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÉÈ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÍ ÓÐÅËÔÒÅ (ÓÁÍÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ É ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÏ ÒÁÚŒÉÔÉÑ ÁÄÅËŒÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ). äÒÕÇÏÊ ÎÅÄÁŒÎÉÊ ÐÒÉ- ÍÅÒ | ÕÖÅ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ĂÏÄÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁĄ | ÒÅÛÅÎÉÅ ö. ðÉÚØÅ [44] ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ð. èÁÌÍÏÛÁ Ï ÔÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÄÏÂÅÎ ÓÖÁÔÉÀ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A (D), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÖÁÔÉÀ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ŒÐÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

œÐÒÏÞÅÍ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÅÄÁŒÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Œ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÐÏÎÑÔÎÙÍ ÐÒÉ- ÞÉÎÁÍ ÎÅ ŒÏÛÌÉ. îÁÛÁ ÂÏÌÅÅ ÓËÒÏÍÎÁÑ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÚÎÁ- ËÏÍÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ XX Œ.), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏŒÒÅÍÅÎ- ÎÙÊ ÑÚÙË É ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, É ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÔØ ÅÇÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ë ŒÏÓÐÒÉÑÔÉÀ ÂÏÌÅÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÍÅÔÕ.

6 ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

çÌÁŒÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ËÁË ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ- ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÈ | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ, ÇÌÁÄËÏÍ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ, ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ É Ô.Ð. þÅÍ ÂÏÌÅÅ ÂÏÇÁÔÙÍ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÅÍ ÏÎ ĂÌÕÞÛÅĄ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. œ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÐÏ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ | ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÄÏ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ É L^∞- ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ÇÌÁŒÙ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | Œ ÅÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÈ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÇÌÁŒÅ, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (=ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏÌÅÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ) É ÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ, É ÄÁÅÍ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉ- ËÁÃÉÀ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ðÏÍÉÍÏ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÈ É ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÑÄÒÏ ËÕÒÓÁ, ÍÙ ÔÁËÖÅ ŒËÌÀÞÉÌÉ Œ ÌÅËÃÉÉ ÒÁÚ- ÎÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ (Á ÉÎÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÙÊ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÙÊ) ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ. ë ÔÁËÏÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÂÁÚÏŒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ É C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÈ É ÓÐÅËÔÒÁÈ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ (=ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ É ÁÌÇÅÂÒÁÈ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ É ÆÕÎËÔÏÒÁÈ É Ô.Ä. ðÒÉÎÃÉÐ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÒÕ- ËÏŒÏÄÓÔŒÏŒÁÌÉÓØ ÐÒÉ ÏÔÂÏÒÅ ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÓÏÓÔÏÑÌ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÖÁÌÅÔØ ŒÒÅÍÅÎÉ É ÍÅÓÔÁ ÎÁ ÏÂÝÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÅÍÙÅ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ŒÉÄÅÔØ ÔÏ ÏÂÝÅÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

áŒÔÏÒ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÇÌÕÂÏËÕÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÍÕ, ÎÁ- ÕÞÉŒÛÅÍÕ ÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ É ÍÎÏÇÉÍ ÄÒÕÇÉÍ ŒÅÝÁÍ É ÌÀÂÅÚÎÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉŒÛÅÍÕ Œ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÅ ÁŒÔÏÒÁ ÚÁÐÉÓËÉ ÓŒÏÉÈ ÔÏ- ÇÄÁ ÅÝÅ ÎÅ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÙÈ ÌÅËÃÉÊ [30], ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÐÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ. áŒÔÏÒ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÚÎÁÔÅ- ÌÅÎ ŒÓÅÍ ÓŒÏÉÍ ÓÌÕÛÁÔÅÌÑÍ ÚÁ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÐÒÏÑŒÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÔÅÒ- ÐÅÎÉÅ É ÐÏÄÄÅÒÖËÕ. ìÀÂÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÌÅËÃÉÊ ÂÕÄÕÔ Ó ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÎÑÔÙ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ pirkosha@online.ru.

1. œœåäåîéå: úáäáþá ï æõîëãéïîáìøîïí éóþéóìåîéé

œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÐÒÉÈÏ- ÄÉÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁËÏÍÙÊ œÁÍ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ: ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÍÅÔØ ÂÒÁÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. äÒÕÇÏÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ | ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ. œ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ÆÏÎ îÏÊÍÁÎ- ÎÏÍ Œ 30-ÙÈ ÇÇ. ÐÒÏÛÌÏÇÏ ŒÅËÁ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ÎÁ- ÂÌÀÄÁÅÍÙÈ (Ô.Å. ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÉÚÍÅÒÉÔØ, ÔÁËÉÈ, ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ, ÉÍÐÕÌØÓ, ÜÎÅÒÇÉÑ. . . ) þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ÏÔ ÄÒÕÇÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÎÅÒÇÉÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ É ÉÍÐÕÌØÓ). œÏÔ É ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ËÁÞÅ- ÓÔŒÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ, É ÏÎÉ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ; ÎÏ ÕÖÅ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

çÏŒÏÒÑ ÎÅÓÔÒÏÇÏ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÉÄÁŒÁÔØ ÓÍÙÓÌ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ f(T ), ÇÄÅ T : E → → E | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ^1 ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, Á f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

œÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ĂÂÒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙĄ: ÅÓÌÉ p ∈ C[t] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, p(t) = a_nt^n + : : : : : : + a_1t + a_0, ÔÏ p(T ) | ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ a_nT^n + : : : + a_1T + a_01_E (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ 1_E | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ E). ëÁËÉÅ ÅÝÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÏÔ T ? þÔÏÂÙ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ ŒÏÐÒÏÓÅ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ, ÎÏ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1.1. ðÕÓÔØ E = C^n, É ÐÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ:

T = ˘_1 0 .. . 0 ˘_n

1œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ŒÓÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚŒÏÒÁÞÉŒÁÔØÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p ∈ C[t] ÏÐÅÒÁÔÏÒ p(T ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ ÔÁË:

p(T ) = p(˘_1) 0 .. . 0 p(˘_n)

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ p Œ ÎÅÅ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f | ÌÉÛØ ÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÁ Œ ˘_1; : : : ; ˘_n. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ C, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ M ⊃ {˘_1; : : : ; ˘_n}, É ÌÀÂÏÊ f : M → C ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

f(T ) := f(˘_1) 0 .. . 0 f(˘_n)

ëÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ĂÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÅĄ ÏÔ T , ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÐÒÁŒÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ, É ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (Ô.Å. ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ T )? ïÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L (E) ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ E, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl_p : C[t] → L (E), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ p ÏÐÅÒÁÔÏÒ p(T ). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÅÍ ÏÔ T . ïÞÅŒÉÄÎÏ, fl_p ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) fl_p ÌÉÎÅÊÎÏ;

2) fl_p(fg) = fl_p(f)fl_p(g) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ C[t];

3) fl_p(1) = 1_E ;

4) fl_p(t) = T (ÇÄÅ t ∈ C[t] | ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑĄ).

õÓÌÏŒÉÑ 1){3) ÏÚÎÁÞÁÀÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ fl_p | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ, Á ÕÓÌÏŒÉÅ 4) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ, ÎÏ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:

úÁÄÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : E → E | ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ C[t] → L (E).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_p: C[t]→L (E), É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: C[t] → L (E) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T = ’(t).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÉ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ. ðÕÓÔØ M ⊂ C, É ÐÕÓÔØ A | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ M ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r : C[t] → A ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ: r(p) = p|_M . úÁÄÁÞÁ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÔÁË:

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_A : A → L (E), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

C[t]^{flp} � r � L (E)

A fl_A � � � (1.1)

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ?

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F (M) ÁÌÇÅÂÒÕ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ⊂ C. òÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1.1, ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ E = C^n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ L (E) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ ˘_1; : : : ; ˘_n ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ C, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ M ⊃ {˘_1; : : : ; ˘_n}, ÚÁÄÁÞÁ (1.1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ A = = F (M).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ M ⊃ {˘_1; : : : ; ˘_n} ÎÅ ÔÏÌØ- ËÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÎÏ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (1.1) Ó A = F (M).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ {˘_1; : : : ; ˘_n}, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ ŒÙÛÅ | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓÐÅËÔÒ œ(T ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ L (E), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Ô.Å. ÔÁ- ËÉÈ ˘ ∈ C, ÞÔÏ T x = ˘x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x ∈ E. (äÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ E ÓÐÅËÔÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ; ÏÂ ÜÔÏÍ | ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.) óÉÔÕÁÃÉÑ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 1 | ÓÏŒÅÒÛÅÎ- ÎÏ ÔÉÐÉÞÎÁÑ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ; ÏÎÁ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÐÏÎÑÔÉÊ ÓÐÅËÔÒÁ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÉÐÁ ĂÔÁËÏÊ-ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ-ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ œ(T )Ą, ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÎÁÍ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ËÕÒÓÁ ÎÅÏÄÎÏ- ËÒÁÔÎÏ.

éÔÁË, ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÔÉÐÁ (1.1). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ E Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ŒÙÓÔÕÐÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÂÁÎÁÈÏŒÏ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ (ÔÁË ÞÔÏ ŒÍÅ- ÓÔÏ L (E) Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (1.1) ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ B(E) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ E). áÌÇÅÂÒÙ A É B(E), ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÂÕÄÕÔ ÓÎÁÂÖÁÔØÓÑ ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑÍÉ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ fl_A ÂÙÌ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ.

ðÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, Œ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÃÅÌÁÑ ÓÅÒÉÑ ŒÏÐÒÏÓÏŒ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁ- ÄÏ ÄÁÔØ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏÅĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: ÄÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÎÅ ÏËÁÚÁÔØÓÑ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÅÛÉÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ 1, ÔÏ ÎÁÄÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Ë ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕĄ, É ŒÏÏÂÝÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ïÄÉÎ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅ- ÏÒÉÉ | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ËÁË ÒÁÚ É ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ë ĂÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕĄ, ÐÒÉÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ, É ÚÁ- ÏÄÎÏ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÁ- ËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. þÔÏÂÙ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÅÅ ÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒËÕ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 Œ ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ H = C^n, É ÐÕÓÔØ T | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ H, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ- ÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. (üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎ.) ðÕÓÔØ ˘_1; : : : ; ˘_k | ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. õÐÏ- ÒÑÄÏÞÉÍ ÉÈ ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ: ˘_1 ¡ : : : ¡ ˘_k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˘ ∈ R ÐÕÓÔØ H(˘) = {x ∈ E : T x = ˘x} | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÁÌÅÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ H_˘ = ⨁ ¯⩽˘ H(¯), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E_˘ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ H_˘. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ {H_˘}_{˘∈R}, ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ: H_˘ ⊂ H_¯ ÐÒÉ ˘ � ¯. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, H_˘ = 0 ÐÒÉ ˘ ¡ ˘_1 É H_˘ = H ÐÒÉ ˘ � ˘_k. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_˘ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [˘_i; ˘_{i+1}) (ÔÁÍ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó H_{˘i} ), Á Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ˘_i ÏÎÏ ÄÅÌÁÅÔ ĂÓËÁÞÏËĄ: Ë ÎÅÍÕ ÄÏÂÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H(˘_i). ôÏÇÄÁ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ T ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉ- ÒÕÅÔÓÑ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ T = k∑ j=1 ˘_j (E_{˘j} − E_{˘j−1} ) (1.2)

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ E_{˘0} = 0). æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

f(T ) = k∑ j=1 f(˘_j )(E_{˘j} − E_{˘j−1} ):

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄ- ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ H. þÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅËÃÉÊ ÍÙ ÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÎÅ- ÓÔÒÏÇÉÍÉ ÚÁÑŒÌÅÎÉÑÍÉ ÒÅËÌÁÍÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÏ ÎÅËÏÅ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ {H_˘}_{˘∈R} (ŒÏÚÒÁÓÔÁÀ- ÝÅÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÕÖÅ ÎÅ ĂÓËÁÞËÏÏÂÒÁÚÎÏĄ, Á ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ T = ∫ R ˘ dE_˘;

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ (1.2). æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

f(T ) = ∫ R f(˘) dE_˘:

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ T (ÞÔÏ É ÐÏÎÑÔÎÏ | ÎÅ ÌÀÂÕÀ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ!), ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÄÌÑ ŒÅÓØÍÁ ÛÉÒÏËÏÇÏ ÉÈ ËÌÁÓÓÁ.

ëÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÏË, ÐÏ ÓÕÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. õÐÏÍÑÎÅÍ (ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ Œ ÒÅËÌÁÍÎÙÈ ÃÅÌÑÈ) ÅÝÅ ÏÂ ÏÄÎÏÊ. óÎÏŒÁ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ H = C^n. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ L (H) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ H = ⨁ ˘∈R H(˘). óÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ (Ô.Å. ËÒÁÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ T = ⨁ ˘∈R ˘1_{H(˘)};

Á ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ

f(T ) = ⨁ ˘∈R f(˘)1_{H(˘)}:

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, É ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕ- ÞÁÊ, ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ

ĂÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌĄ: T = ∫_⊕ R ˘1_{H(˘)} d¯(˘);

f(T ) =

∫_⊕ R f(˘)1_{H(˘)} d¯(˘):

ëÏÎÅÞÎÏ, H(˘) ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ T (ÎÁÐÏÍÎÉÍ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÏÏÂÝÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ); ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ Œ H. ïÄÎÁ ÉÚ ÃÅÌÅÊ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ | ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ŒÓÅÍ ÜÔÉÍ ÐÏËÁ ÞÔÏ ŒÅÓØÍÁ ÔÕÍÁÎÎÙÍ ÚÁÑŒÌÅÎÉÑÍ.

éÔÁË, ÏÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ C^n ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÎÅÓÁÍÏÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, Œ C^n? ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 1.2. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ L (C^2) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ- ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ T = ( 0 1 0 0 ) : ñÓÎÏ, ÞÔÏ œ(T ) = {0}. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ 1, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÎÁÕÞÉÔØ- ÓÑ ÂÒÁÔØ ÏÔ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÎÕÌÅ | ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ. îÏ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÕÖÅ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f(t) = √ t: õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T | ÔÁËÏÊ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.

ôÏÇÄÁ:

1) îÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S ∈ L (C^2), ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ S^2 = T ; 2) âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÒÉ n � 2 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S ∈ L (C^2), ÔÁËÏ- ÇÏ, ÞÔÏ S^n = T ;

3) äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÚÁÄÁÞÁ (1.1) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÄÁÖÅ) ÄÌÑ A = C(R).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ^n √ t ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÎÕÌÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. 1) äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÚÁÄÁÞÁ (1.1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ A = C^1(U), ÇÄÅ U ⊂ R | ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ.

2) ðÕÓÔØ T ∈ L (C^n). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ œ(T ) ⊂ R. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ œ(T ), ÚÁÄÁÞÁ (1.1) ÒÁÚÒÅÛÉ- ÍÁ ÄÌÑ A = C^{n−1}(U).

ðÒÉÍÅÒ 1.2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ C^n ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÉÛØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. úÁÂÅÇÁÑ ŒÐÅÒÅÄ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÏÌØËÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. þÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ĂÌÕÞÛÅĄ (c ÔÏÞ- ËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ), ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÚÁÐÁÓ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ.

2. óðåëôò é åçï ðòïóôåêûéå óœïêóôœá

2.1. áÌÇÅÂÒÙ É ÓÐÅËÔÒÙ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

óÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÐÅËÔÒÁ ÎÏÓÉÔ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÉÍÅ- ÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÎÏ É ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. áÌÇÅÂÒÏÊ (ÔÏÞÎÅÅ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, ÓÎÁÂ- ÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A × A → A; (a; b) → ab, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ (ab)c = a(bc) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b; c ∈ A. åÓÌÉ ab = ba ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. üÌÅÍÅÎÔ 1 ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ 1 · a = a · 1 = a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A. áÌÇÅÂÒÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ.

ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÎÅËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÎÕÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÕ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ĂÕŒÁÖÁÀÔĄ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ A; B | ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ, É ’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A. åÓÌÉ A É B ÕÎÉÔÁÌØÎÙ, Á 1_A É 1_B | ÉÈ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ’(1_A) = 1_B .

áÌÇÅÂÒÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ, ÍÏÖ- ÎÏ ÕÓÌÏŒÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ: ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ŒÏ ŒÔÏÒÙÅ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÁÚÏŒÙÈ ÐÒÉ- ÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 2.1 (ÁÌÇÅÂÒÙ ĂÆÕÎËÃÉÊĄ). 1) áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^1 C[t].

2) áÌÇÅÂÒÁ F (S) (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ C^S ), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

3) åÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ‘^∞(S), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

1ëÁË ÕÞÁÔ Œ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÎÅ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÎÅËÏÅ ĂÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÅ ŒÙÒÁÖÎÉÅĄ. îÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÛÅ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ C.

åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S ŒŒÅÄÅÎÁ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÔÏ Œ F (S) ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ:

4) áÌÇÅÂÒÁ C(˙) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ˙.

5) áÌÇÅÂÒÁ C^∞(M) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. 6) áÌÇÅÂÒÁ O(V ) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ V .

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÓÔÏÑÔ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÏ ÉÍÅÀÔ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ.

7) áÌÇÅÂÒÁ C(t) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

8) áÌÇÅÂÒÁ C[[t]] ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

∑_∞ n=0 a_nt^n (ÇÄÅ a_n ∈ C | ÌÀÂÙÅ ÞÉÓÌÁ), Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ( ∑ n a_nt^n)( ∑ n b_nt^n) = = ∑ n c_nt^n, ÇÄÅ c_n = ∑ i+j=n aibj (ÔÁË ÞÔÏ C[t] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ

C[[t]]).

ðÒÉÍÅÒ 2.2 (ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ). îÁ ÐÅÒŒÙÈ ÐÏÒÁÈ ÎÁÍ ÈŒÁ- ÔÉÔ ÄŒÕÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ:

1) áÌÇÅÂÒÁ L (E) ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ E.

2) áÌÇÅÂÒÁ B(E) ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1} ∈ A, ÞÔÏ aa^{−1} = a^{−1}a = 1. üÌÅÍÅÎÔ a^{−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë a.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. åÓÌÉ a ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÀ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a; b ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b^{−1}a^{−1} | ÏÂÒÁÔ- ÎÙÊ Ë ab. çÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Inv(A).

éÎÏÇÄÁ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ĂÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØÀĄ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓÌÅŒÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓÐÒÁŒÁ), ÅÓ- ÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1}_‘ ∈ A (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, a^{−1}_r ∈ A), ÞÔÏ a^{−1}_‘ a = 1 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, aa^{−1}_r = 1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. 1) ðÕÓÔØ a ÏÂÒÁÔÉÍ ÓÌÅŒÁ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ a^{−1}_‘ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ?

2) åÓÌÉ a ÏÂÒÁÔÉÍ É ÓÌÅŒÁ, É ÓÐÒÁŒÁ, ÔÏ ÏÎ ÏÂÒÁÔÉÍ, É a^{−1}_‘ = a^{−1}_r = a^{−1}. 3) åÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ É a ∈ A ÏÂÒÁÔÉÍ ÓÌÅŒÁ (ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ), ÔÏ ÏÎ ÏÂÒÁÔÉÍ.

4) œÅÒÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ A?

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 2.3. 1) œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ C É C(t) ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁ- ÔÉÍ.

2) íÎÏÇÏÞÌÅÎ p ∈ C[t] ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ deg p = 0 (Ô.Å. p | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ).

3) æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ a =

∑_∞ n=0 a_nt^n ∈ C[[t]] ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ a_0 ≠ 0 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!)

4) üÌÅÍÅÎÔ f ∈ F (S) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ f(x) ≠ 0 ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ x ∈ S. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ C(˙), C^∞(M) É O(V ).

5) üÌÅÍÅÎÔ f ∈ ‘^∞(S) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |f(x)| ¿ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ S.

6) ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ L (E) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ÏÎ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ. 7) ðÕÓÔØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(E) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ÏÎ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ð.6), ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, Ð.7) | ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ) ÔÅÏÒÅÍÙ âÁ- ÎÁÈÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ: ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÏÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. œÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ Ð.7), ÅÓÌÉ E | (ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ) ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ?

œÏÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, É ÐÕÓÔØ a ∈ A. óÐÅËÔÒÏÍ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

œ_A(a) = {˘ ∈ C : a − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ }:

ðÒÉÍÅÒ 2.4. ðÕÓÔØ A = F (S), É ÐÕÓÔØ f ∈ A. ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÉÍÅ- ÒÁ 5 (4), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

˘ ∈ œ(f) ⇐⇒ f − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ∃x ∈ S : (f − ˘1)(x) = 0 ⇐⇒ ∃x ∈ S : f(x) = ˘ ⇐⇒ ˘ ∈ f(S):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, œ(f) = f(S) (ÓÐÅËÔÒ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ C(˙), C^∞(M) É O(V ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ C. œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ S ⊂ C, S ≠ ∅, ÔÏ S = œ_A(a) ÄÌÑ A = F (S) É ÆÕÎËÃÉÉ a(t) = t.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ f ∈ ‘^∞(S). ôÏÇÄÁ œ_‘∞_{(S)}(f) = f(S) (ÚÁÍÙ- ËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f(S)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. 1) ïÐÉÛÉÔÅ ÓÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÌÇÅÂÒ C[t], C(t) É C[[t]].

2) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ A É ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÓÐÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÓÔ.

ðÒÉÍÅÒ 2.5. ðÕÓÔØ A = L (E), ÇÄÅ E | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ T ∈ L (E). ôÏÇÄÁ œ(T ) = {˘ ∈ C : Ker(T − ˘1_E ) ≠ ≠ {0}} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ E ÜÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÔÁË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÕ, ŒÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ E ÉÌÉ ÎÅÔ (ÎÅÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ).

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÓÐÅËÔÒÙ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ ’: A → B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. (i) åÓÌÉ a ∈ A ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ É ’(a) ∈ B ÏÂÒÁÔÉÍ, É ’(a)^{−1} = ’(a^{−1}). (ii) œ_B (’(a)) ⊂ œ_A(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (îÁÂÒÏÓÏË). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ii) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ (i) Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ a − ˘1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á B ⊂ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÕ A, ÔÏ œ_A(b) ⊂ œ_B (b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ œ_A(b) ≠ œ_B (b) (ÓÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4 É ÐÒÉÍÅÒ 2.4).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á B ⊂ A | ÐÏÄ- ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÕ A. ôÏÇÄÁ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B, ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ Œ A, ÏÂÒÁÔÉÍ É Œ B.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, B | ÅÅ ÎÁ- ÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ œ_A(b) = œ_B (b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ˙ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ C(˙) | ÎÁ- ÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ F (˙). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ‘^∞(S) ⊂ F (S) ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.4 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4).

åÝÅ ÏÄÎÏ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ĂÐÏÞÔÉĄ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÕÓÔØ, ÐÏ- ÐÒÅÖÎÅÍÕ, A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ìÅÍÍÁ 2.1. üÌÅÍÅÎÔ 1 − ab ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ 1 − ba ÏÂÒÁÔÉÍ.

îÁŒÏÄÑÝÅÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A = C, É ÚÁÂÕÄÅÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ C ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ |a| ¡ 1 É |b| ¡ 1, É ÐÏÌÏÖÉÍ c = (1 − ab)^{−1}. ôÏÇÄÁ c =

∑_∞ n=0(ab)^n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

(1 − ba)^{−1} = ∞∑ n=0 (ba)^n = 1 + b ( 1 + ab + (ab)^2 + : : : ) a = 1 + bca:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ 1 − ab ÏÂÒÁÔÉÍ, É c = (1 − ab)^{−1}. ðÏÌÏÖÉÍ d = 1 + bca. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ d(1 − ba) = (1 − ba)d = 1, Ô.Å. d = (1 − ba)^{−1}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ(ab) ∪ {0} = œ(ba) ∪ {0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˘ =∈ œ(ab) É ˘ ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 − ˘^{−1}ab ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ, 1 − ˘^{−1}ba ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ É ba − ˘1 ÏÂÒÁÔÉÍ, Ô.Å. ˘ =∈ œ(ba).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. 1) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ∈ A, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ œ(ab) ≠ œ(ba).

2) åÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ÔÏ œ(ab) = œ(ba) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A.

2.2. âÁÎÁÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ

éÔÁË, Œ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÐÅËÔÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2), Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÐÕÓÔÙÍ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ‘^∞(S) ËÏÍ- ÐÁËÔÅÎ É ÎÅÐÕÓÔ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4). îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ÎÁÄ C, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÁË, ÞÔÏ ‖ab‖ � ‖a‖‖b‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A. åÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ‖1‖ = 1. âÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

õÓÌÏŒÉÅ ‖ab‖ � ‖a‖‖b‖ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØÀ, Á ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÎÏÒÍÙ) ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÎÅÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÎÅ ÇÏŒÏÒÑ ÕÖÅ ÏÂ ÕÓÌÏŒÉÉ ‖1‖ = 1. (éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ É ÎÅ ÓËÁÖÅÛØ | ÅÓÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÄÉÎÉÃÁ ÉÌÉ ÎÅÔ. . . ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ | ÌÉÛØ ÂÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ A ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ E; F | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : E → F ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C ¿ 0, ÞÔÏ ‖T x‖ � C‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ C Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ E; F; G | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R : E × F → G ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C ¿ 0, ÞÔÏ ‖R(x; y)‖ � C‖x‖‖y‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E; y ∈ F .

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 | ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_1 ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔ ÎÏÒÍÕ ‖ · ‖_2 (É ÐÉÛÕÔ ‖ · ‖_1 ≻ ‖ · ‖_2 ÉÌÉ ‖ · ‖_2 ≺ ‖ · ‖_1), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ¿ 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‖x‖_2 � C‖x‖_1 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ E. îÏÒÍÙ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (‖ · ‖_1 ∼ ‖ · ‖_2), ÅÓÌÉ ‖ · ‖_1 ≺ ‖ · ‖_2 É ‖ · ‖_2 ≺ ‖ · ‖_1.

ðÕÓÔØ T_i | ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖_i (i = 1; 2). ôÏÇÄÁ

‖ · ‖_1 ≻ ‖ · ‖_2 ⇐⇒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ T_1 ÎÅ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ T_2.

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ⇐⇒ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÏÊ, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ A × A → A ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ. ôÏÇÄÁ ÎÁ A ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖^′, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. åÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÜÔÕ ÎÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ‖1‖^′ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2.8, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ‖ab‖ � C‖a‖‖b‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÎÏÒ- ÍÁ ‖ · ‖^{′′} = C‖ · ‖ ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_a : (A; ‖ · ‖^{′′}) → → (A; ‖ · ‖^{′′}); L_a(b) = ab, É ÐÏÌÏÖÉÍ ‖a‖^′ = ‖L_a‖. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏ- ŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖^′ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 2.6. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ ÐÒÉÍÅÒ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ B(E) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ, B(E) | ÎÁÐÏÌÎÅÎ- ÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ L (E).

ðÒÉÍÅÒ 2.7. áÌÇÅÂÒÁ ‘^∞(X), ÇÄÅ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ‖f‖_∞ = = sup_{x∈X} |f(x)|.

ðÒÉÍÅÒ 2.8. ðÕÓÔØ ˙ | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C(˙) | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ ‘^∞(˙), É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C(˙) | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ ‘^∞(˙).

ðÒÉÍÅÒ 2.9. ðÕÓÔØ C^n[a; b] | ÁÌÇÅÂÒÁ n ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. ïÎÁ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖ = max_{0⩽k⩽n} ‖f^{(k)}‖_∞, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÏ ŒÓÅÍÉ (ŒÐÌÏÔØ ÄÏ n-ÏÊ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ ĂÐÏÄÐÒÁŒÉÔØĄ ÎÏÒÍÕ, ÔÏ C^n[a; b] ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. 1) äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÌÎÏÔÕ C^n[a; b] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅ- ÄÅÎÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

2) õËÁÖÉÔÅ ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÎÁ C^n[a; b], ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 2.10 (ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). ðÕÓÔØ X | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 2^X | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. îÁÐÏ- ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A ⊂ 2^X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) X ∈ A ;

2) ÅÓÌÉ S ∈ A , ÔÏ X \ S ∈ A ; 3) ÅÓÌÉ {S_n}^∞_{n=1} ⊂ A , ÔÏ ⋃ n S_n ∈ A .

ðÕÓÔØ A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A -ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ f^{−1}(U) ∈ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙ-

ÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ C. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B_A (X) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÙÈ Œ ËÕÒÓÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B_A (X) | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ ‘^∞(X) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ.

œÙÄÅÌÉÍ ÏÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, Ô.Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍÉ, Á ÁÌÇÅÂÒÕ B_A (X) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ B(X).

äÒÕÇÏÊ ŒÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ ÎÁ A ÚÁÄÁÎÁ œ- ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ ¯: A → [0; +∞), ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ¯

(⋃_∞ n=1 S_n ) = ∑_∞ n=1 ¯(S_n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {S_n} ⊂ A ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÒÏÊ- ËÁ (X; A ; ¯) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ĂÒÁÓÛÉÒÉÔØĂ (ÔÏÞÎÅÅ, ĂÐÏÐÏÌÎÉÔØĄ) œ- ÁÌÇÅÂÒÕ A , ÄÏÂÁŒÉŒ Ë ÎÅÊ ŒÓÅ ¯-ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ œ- ÁÌÇÅÂÒÁ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ A , É ÍÅÒÁ ¯ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ M. æÕÎËÃÉÉ ÎÁ X, ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ M, ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ¯-ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ. óÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ B_M(X) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ B_A (X), ÎÏ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÊ ÐÒÉ M ≠ A . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÇÏ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ, B[a; b] ≠ B_M[a; b] (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ).

ðÒÉÍÅÒ 2.11 (ÁÌÇÅÂÒÁ L^∞(X; ¯)). ðÕÓÔØ (X; ¯) = (X; A ; ¯) | ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f; g : X → C ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ¯-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ¯{x ∈ X : f(x) ≠ g(x)} = 0. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [f]. éÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ E ⊂ X, ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ ¯(X \ E) = 0. (ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÔÁË: ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ). óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ

ess sup |f| = inf { ‖f|_E‖_∞ : E ⊂ X; ¯(X \ E) = 0 } : ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÎÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ess sup |f| ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ. ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^∞(X; ¯) ÓÏÓÔÏÉÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÎÅŒÁÖÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉ M-ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: ÄÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ M-ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ A -ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÅÓÌÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÒÁÎØÛÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÌÉ), ÞÔÏ L^∞(X; ¯) | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ‖[f]‖ = ess sup |f| ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ f ∈ [f]. ôÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ L^∞(X; ¯) | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÎÅËÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ É ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ĂÆÕÎËÃÉÑÈ ÉÚ L^∞(X; ¯)Ą, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ËÌÁÓÓÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

þÔÏÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÙ. œÎÁÞÁÌÅ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÁŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ), ÅÓÌÉ ab ∈ I ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A É b ∈ I (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ I É b ∈ A). ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÌÅŒÙÍ, É ÐÒÁŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

åÓÌÉ I ⊂ A | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a + I)(b + I) = ab + I.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á E_0 ⊂ E | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E=E_0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‖x + E_0‖ = inf{‖x + y‖ : y ∈ E_0}. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ, ÎÏÒÍÁ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ x + E_0 ÒÁŒÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÎÅÇÏ ÄÏ ÎÕÌÑ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÏÊ | ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Ô.Å. ÓÉÌØÎÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E → E=E_0; x → x + E_0 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÎÏÒÍÙ E=E_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!)

îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á I ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄŒÕ- ÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ A=I | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. îÏÒÍÁ ÎÁ A=I ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ. åÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ É ‖1_A‖ = 1, ÔÏ É ‖1_{A=I} ‖ = 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÏ ÌÀÂÏ- ÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. ðÏÌÏÖÉÍ I_0 = {f ∈ B_A (X) : f = 0 ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ }. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ I_0 | ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ B_A (X), É ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ B_A (X)=I_0 ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ L^∞(X; ¯).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ L^∞(X; ¯) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¯(f^{−1}(U)) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ U ⊂ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, f | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ L^∞(X; ¯) ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ 1=f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ E ⊂ X, ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ ¯(X \ E) = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0 |f(x)| � ” ŒÓÀÄÕ ÎÁ E. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÕÖÎÏÇÏ U ÐÏÄÏÊÄÅÔ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕ- ÌÑ Œ C. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ U Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ E = X \ f^{−1}(U).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. ðÕÓÔØ f : X → C | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÞËÁ ˘ ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f, ÅÓÌÉ ¯(f^{−1}(U)) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ ˘; U ⊂ C.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ f ∈ L^∞(X; ¯). ôÏÇÄÁ œ(f) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍ- ÐÁËÔ Œ C.

éÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÏÊ É ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÑÈ, ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÐÅËÔÒÙ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁ- ÀÔ, ÉÌÉ ĂÐÏÞÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔĄ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óËÏÒÏ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ĂÐÏÞÔÉĄ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÌÅ- ÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ĂÐÏÄÐÒÁŒÉÔØĄ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ. á ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ, ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÜÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÁË.

ðÒÉÍÅÒ 2.12 (ÄŒÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ). ðÕÓÔØ K | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C, Int K | ÅÇÏ ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ Œ C(K):

P(K) = {p|_K : p ∈ C[t]} (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Œ C(K)); A (K) = {f ∈ C(K) : f|_{Int K} ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ }:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, P(K) ⊂ A (K), É A (K) | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ C(K).

ðÏÌÏÖÉÍ D = {z ∈ C : |z| ¡ 1} É T = {z ∈ C : |z| = 1}. áÌÇÅÂÒÁ A (D) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ 1) P(D) = A (D); 2) P(T) ≠ A (T);

3) ÁÌÇÅÂÒÙ P(T) É A (D) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ œ_{P(T)}(f) ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ ∈ P(T) ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ f(T), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ f ÎÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ P(T) ⊂ C(T) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ. ïÐÉ- ÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ œ_{P(T)}(f).

2.3. óÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÐÅËÔÒÁÈ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. (i) åÓÌÉ a ∈ A, É ‖a‖ ¡ 1, ÔÏ 1 − a ÏÂÒÁÔÉÍ, É (1 − a)^{−1} =

∑_∞ n=0 a^n.

(ii) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Inv(A) ÏÔËÒÙÔÏ Œ A. (iii) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Inv(A) → Inv(A); a → a^{−1} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (i) ðÏÓËÏÌØËÕ

∑_n k=0 ‖a^k‖ �

∑_n k=0 ‖a‖^k, Á A ÐÏÌ- ÎÁ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ (i) ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ A ÐÒÉ ‖a‖ ¡ 1 Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ b ∈ A. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÐÏÌÏÖÉÍ S_n =

∑_n k=0 a^k. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (1 − a)S_n = S_n(1 − a) = 1 − a^{n+1}. ðÒÉ n → ∞ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (1 − a)b = b(1 − a) = 1, Ô.Å. b = (1 − a)^{−1}, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

(ii) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ Inv(A) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L_a : A → A; b → ab ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A ÎÁ ÓÅÂÑ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Inv(A) Œ Inv(A). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ Inv(A) ÏÔËÒÙÔÏ Œ A É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ (Á ÔÁËÏÅ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ (i)), ÔÏ L_a(U) ÏÔËÒÙÔÏ Œ A É ÓÏÄÅÒÖÉÔ a.

(iii) ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a → a^{−1} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ffi ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ‖a − 1‖ ¡ ffi; a ∈ Inv(A) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ‖a^{−1} − 1‖ ¡ ”.

œÏÚØÍÅÍ ÓÐÅÒŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ b ∈ A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖b‖ ¡ 1. ôÏÇÄÁ ÉÚ (i) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (1 − b)^{−1} = 1 +

∑_∞ n=1 b^n, ÏÔËÕÄÁ

‖(1 − b)^{−1} − 1‖ � ∞∑ n=1 ‖b‖^n = ‖b‖ 1 − ‖b‖ : (2.1)

ðÕÓÔØ ffi ¿ 0 ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ffi ¡ 1 É ffi=(1 − ffi) ¡ ”. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ‖a − 1‖ ¡ ffi, ÔÏ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ b = 1 − a Œ (2.1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖a^{−1} − 1‖ ¡ ”, ËÁË É ÔÒÅ-

2.3. óÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ 25

ÂÏŒÁÌÏÓØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a → a^{−1} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.15. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ G × G → G ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, Á ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑ- ÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ G → G ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ G. □

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÂÁŒÎÏÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂ ĂÁŒ- ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉĄ. œÎÁÞÁÌÅ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ C. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ A Œ C ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ ÕÎÉÔÁÌÅÎ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. ìÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, É ÅÇÏ ÎÏÒÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø: A → C ÒÁÚÒÙŒÅÎ, ÉÌÉ ÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, ÎÏ ‖Ø‖ ¿ 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ A; ‖a‖ ¡ 1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ø(a) = 1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1, ÜÌÅÍÅÎÔ 1 − a ÏÂÒÁÔÉÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÏŒ ÖÅ É Ø(1 − a) ∈ C. îÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. äÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.16. ëÁËÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ? óÏÈÒÁÎÑÅÔ ÌÉ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2?

ôÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÓÐÅËÔÒÁÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ

(i) œ(a) | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C; (ii) ÅÓÌÉ ˘ ∈ œ(a), ÔÏ |˘| � ‖a‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó (ii). åÓÌÉ |˘| ¿ ‖a‖, ÔÏ ‖˘^{−1}a‖ ¡ 1, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ 1 − ˘^{−1}a ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. úÎÁÞÉÔ, É a − ˘1 ÏÂÒÁÔÉÍ, Ô.Å. ˘ =∈ œ(a). üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (ii) É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÓÔØ œ(a). ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: C → A; ’(˘) = a − ˘1, É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C \ œ(a) = ’^{−1}(Inv(A)) ÏÔËÒÙÔÏ ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ’ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œ(a) ÚÁÍËÎÕÔÏ, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

éÔÁË, ÓÐÅËÔÒ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ðÏ- ËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅÐÕÓÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.11. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ R_a : C \ œ(a) → A; R_a(˘) = (a − ˘1)^{−1}.

ìÅÍÍÁ 2.2. R_a ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ C \ œ(a), É lim_{˘→∞} R_a(˘) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ R_a ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ- ÓÔÉ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Œ Inv(A) (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1). äÁÌÅÅ,

‖R_a(˘)‖ = ‖(a − ˘1)^{−1}‖ = |˘|^{−1} ‖(1 − ˘^{−1}a)^{−1}‖:

ðÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ˘ → ∞, Á ŒÔÏÒÏÊ | Ë ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÎÏ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.12. ðÕÓÔØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ ’: U → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ, ÅÓ- ÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ z_0 ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{z→z0}

’(z) − ’(z_0) z − z_0 . üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ’ Œ ÔÏÞËÅ z_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ’^′(z_0).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.7. åÓÌÉ ’: U → E | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ∈ E^∗ ÆÕÎËÃÉÑ f ∘ ’: U → C ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, É (f ∘ ’)^′(z) = f(’^′(z)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ U. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ô.Å. ÉÚ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ f ∘ ’ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ E^∗ ÓÌÅÄÕÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ’), ÎÏ ÏÎÏ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ çÉÌØÂÅÒÔÁ). òÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ R_a(˘)−R_a(¯)=(˘−¯)R_a(˘)R_a(¯).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅŒÁ ÎÁ a − ˘1 É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ a − ¯1.

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R_a ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ C \ œ(a), É R^′_a(z) = R_a(z)^2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ C \ œ(a).

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 2.3. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÐÕÓÔÏÔÕ ÓÐÅËÔÒÁ, ÎÁ- ÐÏÍÎÉÍ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ: ÅÓÌÉ E | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ E; x ≠ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ E^∗, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(x) ≠ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. óÐÅËÔÒ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ ÎÅÐÕÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ; ÐÕÓÔØ œ(a) = ∅. úÁÆÉË- ÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ A^∗ É ÐÏÌÏÖÉÍ ’_f = f ∘ R_a : C → C. éÚ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 2.7, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 2.7 É ÌÅÍÍÙ 2.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’_f | ÜÔÏ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÕŒÉÌÌÑ, ’_f ≡ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ŒÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ ŒÌÅÞÅÔ R_a(˘) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ C. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, R_a(˘) ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

œÏÔ ÏÄÎÏ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4 (çÅÌØÆÁÎÄ, íÁÚÕÒ). ðÕÓÔØ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ (Ô.Å. ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ). ôÏÇÄÁ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ a ∈ A. ðÏÓËÏÌØËÕ œ(a) ≠ ∅, ÜÌÅÍÅÎÔ a − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ∈ C. îÏ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ; ÚÎÁÞÉÔ, a − ˘1 = 0, Ô.Å. a = ˘1. œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ a ∈ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍ A = C1, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.17. œÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{íÁÚÕÒÁ ÄÌÑ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ?

2.4. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ

œÅÒÎÅÍÓÑ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Œ ÞÉÓÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ Œ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.13. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_p : C[t] → A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_p(t) = a.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ C[t] ŒÍÅÓÔÏ fl_p(f) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÐÉÓÁÔØ f(a).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.5 (ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). åÓÌÉ œ(a) ≠ ∅, ÔÏ œ(f(a)) = f(œ(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ C[t].

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n ∈ A | ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ a_1 : : : a_n ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; : : : ; a_n ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.18. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.19. 1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ a_1; : : : : : : ; a_n ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ.

2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim A ¡ ∞ ÌÅÍÍÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀ- ÝÉÈ a_1; : : : ; a_n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. óÌÕÞÁÊ deg f = 0 ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÕÓÔØ deg f ¿ 0. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ˘ ∈ C É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f − ˘ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: f(t) − ˘ = c(t − ˘_1) : : : (t − ˘_n), ÇÄÅ c ≠ 0. ïÞÅŒÉÄÎÏ, {˘_1; : : : ; ˘_n} = f^{−1}(˘). ðÏÓËÏÌØËÕ f(a) − ˘1 = c(a − ˘_11) : : : (a − ˘_n1), ÉÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

˘ ∈ œ(f(a)) ⇐⇒ f(a) − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ∃i : a − ˘_i1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ œ(a) ∩ f^{−1}(˘) ≠ ∅ ⇐⇒ ˘ ∈ f(œ(a));

ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.20. 1) œ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ËÏÔÏÒÙÈ [a; b] = ab − ba ÒÁŒÅÎ 1.

2) ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L (E), ÇÄÅ E | ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÌÀÂÏÅ) ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.8. œÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÅ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁ ÞÁÓÔÉÃÙ q É ÅÅ ÉÍÐÕÌØÓ p ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ [q; p] = iℏ1, ÇÄÅ ℏ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ðÌÁÎËÁ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ É ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ É ÉÍÐÕÌØÓ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÔÏÞÎÏ ÉÚÍÅÒÅÎÙ (ĂÐÒÉÎÃÉÐ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉĄ). éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÕÖÄ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÐÒÉÞÅÍ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÙÅ), Á Ó ÎÉÍÉ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ. . .

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÐÅËÔÒÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.21. 1) ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ œ(a^{−1}) = {˘^{−1} : ˘ ∈ œ(a)}. (éÌÉ, ÂÏÌÅÅ ËÏ- ÒÏÔËÏ, œ(a^{−1}) = œ(a)^{−1}.)

2) ðÕÓÔØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(E) | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ œ(T ) ⊂ T.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(M) ÐÏÄ- ÁÌÇÅÂÒÕ Œ C(t), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ ŒÎÅ M. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ,

R(M) = {f ∈ C(t) : ∃p; q ∈ C[t]; f = p=q; q(z) ≠ 0 ∀z ∈ M}:

ðÕÓÔØ, ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.14. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ a ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_r : R(M) → A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_r(t) = a.

åÓÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ Œ ÏÞÅŒÉÄÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ f ∈ R(M) ŒÍÅÓÔÏ fl_r(f) ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ ÐÒÏÓÔÏ f(a).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ œ(a) ⊂ M; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (îÁÂÒÏÓÏË). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ œ(a) ⊂ M. œÏÚØ- ÍÅÍ f ∈ R(M) É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ f = p=q, ÇÄÅ p É q | ÐÏÌÉÎÏÍÙ, É q ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ M. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅË- ÔÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q(a) ∈ A ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÌÏÖÉÍ fl_r(f) = p(a)q(a)^{−1}. îÅÐÏ- ÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ fl_r : R(M) → A | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ fl_r ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ 2.1 (i)). îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ œ(a) ⊂ M ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ Œ ËÁ- ÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.9. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÏÓÎÏŒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ R(M) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÏ ÞÁÓÔÎÙÈ C[t] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ S = {q ∈ C[t] : q(z) ≠ 0 ∀z ∈ M}. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÌÅÃ ÞÁÓÔÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ fl_p(q) ÏÂÒÁÔÉÍ Œ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q ∈ S.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÜÔÏ, ÐÏ ÓÕÔÉ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒ- ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.6. ðÏÌØÚÁ ÏÔ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ

ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÎÅ Ó ĂÉÎ- ÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÏÊĄ, Á Ó ĂËÏÌÌÅËÔÉŒÎÏÊĄ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, M ⊂ C | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ { a ∈ A : œ(a) ⊂ M } ⇄ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ R(M) → A }

úÄÅÓØ ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ A ÅÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ M, Á ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ß : R(M) → A ÜÌÅÍÅÎÔ ß(t), ÇÄÅ t(z) = z ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ M.

ëÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ R(M) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓŒÏÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ M. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ f Œ ŒÉÄÅ f = p=q, ÇÄÅ p; q ∈ C[t] É q ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ M, É ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(z) = p(z)=q(z). ðÏÌÕÞÁÅÍ ĂÎÁÓÔÏÑÝÕÀĄ ÆÕÎËÃÉÀ ~f ÎÁ M, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ~f(z) = f(z) ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ M. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f → ~f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ R(M) Œ C^M . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ R(M) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ C^M .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.22 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). ðÕÓÔØ ∅ ≠ œ(a) ⊂ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ œ(f(a)) = f(œ(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ R(M).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.10. ïÞÅŒÉÄÎÏ, f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ R(M) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(z) ≠ 0 ÎÉÇÄÅ ÎÁ M, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ~f | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ C^M . ðÏÜÔÏÍÕ

œ_{R(M)}(f) = œ_CM ( ~f) = f(M):

á ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ M = œ(a). ó ÕÞÅÔÏÍ ÓËÁ- ÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ(f(a)) = f(œ(a)) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

œ_A(fl_r(f)) = œ_{R(œ(a))}(f):

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_r ĂÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒĄ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ĂÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÐÅËÔÒĄ; ÓÒ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 2.1 (ii)). ó ÑŒÌÅÎÉÑÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÙ ŒÓÔÒÅÔÉÍÓÑ ÅÝÅ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔ- ÎÏ. 2.5. óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ

ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.15. þÉÓÌÏ r(a) = sup{|˘| : ˘ ∈ œ(a)} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A.

ðÏÓËÏÌØËÕ œ(a) | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ C, ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ËÏÎÅÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÏ- ÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2 (ii)) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r(a) � ‖a‖.

ðÒÉÍÅÒ 2.13. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A = ‘^∞(X) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ r(a) = ‖a‖. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ | Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ C(˙) É B_A (X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.23. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ r(a) = ‖a‖ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L^∞(X; ¯)? á Œ ÁÌÇÅÂÒÅ C^n[a; b]?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.24. ðÕÓÔØ A = B(C^n), ÇÄÅ C^n ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(C^n) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r(T ) = ‖T ‖.

ðÒÉÍÅÒ 2.14. ðÕÓÔØ A = B(C^2), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ T = (^{0 1}_{0 0} ) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.2). ôÏÇÄÁ œ(T ) = {0}, ÐÏÜÔÏÍÕ É r(T ) = 0; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖T ‖ ≠ 0.

ëÓÔÁÔÉ, ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.25. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Ô.Å. a^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n). ôÏÇÄÁ œ(a) = {0}.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 2.4. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ{ûÔÅÊÎÇÁÕÚÁ:

ðÕÓÔØ E | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, M ⊂ E | ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ E^∗ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(M) ⊂ C ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ôÏÇÄÁ É M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.8 (ÆÏÒÍÕÌÁ â-ÅÒÌÉÎÇÁ). ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁ- ÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, É ÐÕÓÔØ a ∈ A. ôÏÇÄÁ

r(a) = lim_{n→∞} ‖a^n‖^{1=n} = inf_n ‖a^n‖^{1=n}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ r(a) � inf_n ‖a^n‖^{1=n} É r(a) � lim_n‖a^n‖^{1=n}; ÏÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ËÁË ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕËÁÚÁÎ- ÎÏÇÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÔÁË É ÅÇÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ Ó r(a).

åÓÌÉ ˘ ∈ œ(a), ÔÏ ˘^n ∈ œ(a^n) ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ |˘^n| � ‖a^n‖ É |˘| � ‖a^n‖^{1=n}. âÅÒÑ inf ÐÏ n ∈ N, Á ÚÁÔÅÍ sup ÐÏ ˘ ∈ œ(a), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ r(a) � inf_n ‖a^n‖^{1=n}.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÏÚØÍÅÍ ËÒÕÇ D = {˘ ∈ C : |˘| ¡ 1=r(a)} (ÅÓÌÉ r(a) = 0, ÔÏ D = C), ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ A^∗ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ _f (˘) = f ( (1 − ˘a)^{−1} ) , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ D. îÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → (1 − ˘a)^{−1} = −˘^{−1}R_a(˘^{−1}) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ D \ {0} É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 ÐÒÉ ˘ → 0 (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, _f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ D (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ) É ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ: _f (˘) = ∑ n c_n˘^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ D.

åÓÌÉ |˘| ¡ 1=‖a‖, ÔÏ (1 − ˘a)^{−1} = ∑ n(˘a)^n (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ ÌÅË- ÃÉÉ 2). ðÏÜÔÏÍÕ _f (˘) = ∑ n f(a^n)˘^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ˘. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ ÒÑÄÁ ôÜÊÌÏÒÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ c_n = f(a^n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ˘ ∈ D, ˘ ≠ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑ n f(a^n)˘^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f(a^n)˘^n} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. îÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ A^∗, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ{ûÔÅÊÎÇÁÕÚÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {˘^na^n} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ A, Ô.Å. ‖˘^na^n‖ � C ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ C ¿ 0 É ŒÓÅÈ n. ïÔÓÀÄÁ ‖a^n‖^{1=n} � C^{1=n}=|˘|, É, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ŒÅÒÈÎÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ lim_n‖a^n‖^{1=n} � 1=|˘|. œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ- ÓÔÉ ˘ ∈ D \ {0}, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_n‖a^n‖^{1=n} � r(a), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁ- ÌÏÓØ.

éÔÁË, ÏÂÁ ÎÕÖÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÙ, É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁ- ÚÁÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. (óÒ. ÕÐÒ. 2.25). œ(a) = 0 ⇐⇒ lim_n ‖a^n‖^{1=n} = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.16. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.26. œ ËÁËÉÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÅ ÑŒÌÑÀ- ÝÉÅÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ?

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, B ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, 1_A ∈ B. ôÏÇÄÁ r_B (b) = r_A(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÕÓÉÌÉŒÁÅÔ ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ C ÓÉÍŒÏÌÏÍ @M ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.27. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ @œ_B (b) ⊂ @œ_A(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.17. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ œ(a) É ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ œ_f (a).

ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, œ_f (a) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ œ(a) ĂÚÁËÌÅÉ- ŒÁÎÉÅÍ ÄÙÒĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.28. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.4 ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ œ_{f;B} (b) = œ_{f;A}(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ŒÏ ÞÔÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÒÉ A = A (K) É B = P(K) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ K = T É ÆÕÎË- ÃÉÉ a(z) = z).

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

âÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ á. ñ. èÅ- ÌÅÍÓËÏÇÏ [29]; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÎÅÄÁŒÎÉÊ ÕÞÅÂÎÉË [30]. èÏÒÏÛÅÅ, ËÒÁÔËÏÅ É ÄÏÓÔÕÐÎÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ | ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ œ. í. ôÉ- ÈÏÍÉÒÏŒÁ Ë ËÎÉÇÅ [15]. äÏÂÒÏÔÎÏÅ (ÈÏÔÑ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÄÁÎÔÉÞÎÏÅ) ÉÚ- ÌÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ Œ ËÎÉÇÅ âÕÒÂÁËÉ [4]. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ ÐÏ ÂÁÎÁ- ÈÏŒÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ, ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÕÔÒÁÔÉŒÛÁÑ ÓŒÏÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ËÎÉÇÁ í. á. îÁÊÍÁÒËÁ [21]. âÁÎÁÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ A (K) É P(K) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.12) ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ ô. çÁÍÅÌÉ- ÎÁ [5]. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÍ. ÔÁËÖÅ [26, 20, 10].

3. óðåëôòù ïðåòáôïòïœ é éè þáóôé

3.1. ôÏÞÅÞÎÙÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

ïÔ ÏÂÝÉÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ B(E), ÇÄÅ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÐÅËÔÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 3.1 (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). ðÕÓÔØ E | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ‘^p (ÇÄÅ 1 � p � ∞), ÌÉÂÏ c_0 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ c_0 | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ sup-ÎÏÒÍÏÊ). ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ E | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x = (x_n), ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ. ëÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ˘ ∈ ‘^∞ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ ∈ B(E), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ M_˘(x) = (˘_nx_n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x = (x_n) ∈ E.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: ‘^∞ → B(E); ˘ → M_˘ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‖M_˘‖ = ‖˘‖_∞ = sup_n |˘_n|.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐ- ÒÁÖÎÅÎÉÉ, ĂÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒĄ: œ_{B(E)}(’(˘)) = œ_‘∞ (˘). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, œ(M_˘) = {˘_n}_{n∈N}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Im ’ | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ B(E), Ô.Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ˘ ∈ ‘^∞ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_n ∈ E ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁ n-ÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÎÕÌÅÍ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ M_˘e_n = ˘_ne_n. åÓÌÉ ˘ ∈ ‘^∞ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ, Ô.Å. 0 ∈ {˘_n}_{n∈N}, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ:

1) ˘_n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M_˘e_n = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ M_˘ ÎÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

2) ˘_n ≠ 0 ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {˘_{nk} } ⊂ {˘_n}, ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ M_˘(e_{nk} ) = = ˘_{nk} e_{nk} → 0 ÐÒÉ k → ∞. îÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÂÕÄÕÞÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ M_˘ ÎÅ- ÏÂÒÁÔÉÍ.

3.1. ôÏÞÅÞÎÙÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÙ 35

ðÒÉÍÅÒ 3.2 (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ). ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, É ÐÕÓÔØ E = L^p(X; ¯) (ÇÄÅ 1 � p � ∞). ëÁÖÄÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÚÁÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_f ∈ B(E), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (M_f g)(x) = = f(x)g(x).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: L^∞(X; ¯) → B(E); f → M_f ÑŒ- ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‖M_f ‖ = ‖f‖ = ess sup |f|.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐ- ÒÁÖÎÅÎÉÉ, ĂÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒĄ: œ_{B(E)}(’(f)) = œ_L∞_{(X;¯)}(f). éÎÙÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ, œ(M_f ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1. îÁ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÈÏÒÏÛÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÏ ËÁËÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ.

œÏÏÂÝÅ, ÐÕÓÔØ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ E. ðÏ- ÞÅÍÕ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ? œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ Ker S ≠ 0 (Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÉÍ ŒÓÅ É ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÒÁÔÉÍ). œÏ- ŒÔÏÒÙÈ, ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ker S = 0, ÎÏ Im S ≠ E (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉ- ÍÅÒ!) åÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ÐÏÄÓÌÕÞÁÑ: ÌÉÂÏ Im S ÐÌÏÔÅÎ Œ E, ÌÉÂÏ ÎÅÔ. œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ S = T − ˘1 ÜÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ôÏÞÅÞÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(E) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

œ_p(T ) = {˘ ∈ C : Ker(T − ˘1) ≠ 0}:

îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

œ_c(T ) = {˘ ∈ C \ œ_p(T ) : Im(T − ˘1) = E; Im(T − ˘1) ≠ E}:

îÁËÏÎÅÃ, ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

œ_r(T ) = {˘ ∈ C \ œ_p(T ) : Im(T − ˘1) ≠ E}:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, œ(T ) = œ_p(T ) ⊔ œ_c(T ) ⊔ œ_r(T ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ œ_p(T ) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ T .

åÓÌÉ E ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ œ(T ) = œ_p(T ), Á œ_c(T ) É œ_r (T ) ÐÕÓÔÙ. ðÏÓÍÏ- ÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ E = ‘^p (ÇÄÅ 1 � p ¡ ∞) ÉÌÉ E = c_0, É ÐÕÓÔØ M_˘ ∈ B(E) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˘ ∈ ‘^∞ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.1). ôÏÇÄÁ œ_p(M_˘) = {˘_n}, œ_c(M_˘) = {˘_n} \ {˘_n} É œ_r(M_˘) = ∅.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ M_˘e_n = ˘_ne_n, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ {˘_n} ⊂ œ_p(M_˘). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ¯ ∈ C É ¯ ≠ ˘_n ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏ- ÇÏ n, ÔÏ M_˘ − ¯1 = M_{˘−¯1} | ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˘ − ¯1 = (˘_n − ¯) ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Ker(M_˘ − ¯1) = 0, É ¯ =∈ œ_p(T ). îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ ¯ ∈ œ(M_˘) = {˘_n}, ÎÏ ¯ ≠ ˘_n ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ n. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ e_n = (˘_n − ¯)^{−1}(M_˘ − ¯1)e_n ÌÅ- ÖÉÔ Œ Im(M_˘ − ¯1) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. îÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ e_n-ÙÈ ÐÌÏÔÎÁ Œ E; ÚÎÁÞÉÔ, É Im(M_˘ − ¯1) ÐÌÏÔÅÎ Œ E, Ô.Å. ¯ ∈ œ_c(M_˘).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. îÁÊÄÉÔÅ œ_p(M_˘), œ_c(M_˘) É œ_r(M_˘) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ- ÇÄÁ E = ‘^∞.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ E = L^p(X; ¯) (ÇÄÅ 1 � p ¡ ∞), É ÐÕÓÔØ M_f ∈ B(E) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : X → C (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.2). ôÏÇÄÁ œ_p(M_f ) = = {˘ ∈ C : ¯(f^{−1}(˘)) ¿ 0}, œ_c(M_f ) = œ(M_f ) \ œ_p(M_f ), É œ_r(M_f ) = ∅.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. œÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÑ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀĄ M_t, ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ Œ L^2[0; 1] ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (M_tg)(x) = xg(x). õ ÎÅÇÏ œ(M_t) = œ_c(M_t) = = [0; 1], Á ÔÏÞÅÞÎÙÊ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÐÕÓÔÙ.

ëÓÔÁÔÉ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. 1) åÓÌÉ f | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

2) ðÕÓÔØ f ∈ L^∞(X; ¯); ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ?

3) ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ∈ ∈ L^∞(X; ¯) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. îÁÊÄÉÔÅ œ_p(M_f ), œ_c(M_f ) É œ_r(M_f ) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ- ÇÄÁ E = L^∞(X; ¯).

3.2. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ

þÔÏÂÙ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÐÅËÔÒÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ E; F | ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, T ∈ ∈ B(E; F ) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T^∗ : F^∗ → E^∗, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ T^∗f = f ∘ T , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏÍ Ë T . üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÅÎ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ‖T^∗‖ = ‖T ‖.

åÓÌÉ œÙ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÒÁÎØÛÅ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÅÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(E; F ) | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ T^∗ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ =⇒ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ (ÐÏÞÅÍÕ?) É ŒÅÒÎÁ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÎÅÐÏÌÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. á ŒÏÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÌÎÏÔÕ E É F (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ).

ðÏÓËÏÌØËÕ (T − ˘1_E )^∗ = T^∗ − ˘1_E∗ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T ∈ B(E), ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÏ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ T ∈ B(E); ÔÏÇÄÁ œ(T ) = œ(T^∗).

éÔÁË, ÓÐÅËÔÒÙ Õ T É T^∗ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. á ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÞÁ- ÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ, ÔÏÞÅÞÎÙÊ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÅÓÌÏÖÎÙÊ ÆÁËÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ T ∈ B(E; F ) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ôÏÇÄÁ

1) Im T = F ⇐⇒ Ker T^∗ = 0; 2) Im T^∗ = E^∗ =⇒ Ker T = 0;

3) ïÂÒÁÔÎÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ŒÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ E ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, Á Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ | ÎÅÔ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T − ˘1 (ÇÄÅ T ∈ B(E)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ T ∈ B(E). ôÏÇÄÁ

1) œ_p(T ) ⊂ œ_p(T^∗) ∪ œ_r (T^∗); 2) œ_c(T ) ⊂ œ_c(T^∗) ∪ œ_r (T^∗); 3) œ_r(T ) ⊂ œ_p(T^∗);

4) œ_p(T^∗) ⊂ œ_p(T ) ∪ œ_r (T ); 5) œ_c(T^∗) ⊂ œ_c(T );

6) œ_r(T^∗) ⊂ œ_p(T ) ∪ œ_c(T ).

åÓÌÉ ÖÅ E ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, ÔÏ

7) œ_c(T ) = œ_c(T^∗); 8) œ_r(T^∗) ⊂ œ_p(T ).

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 3.3 (ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ ÓÄŒÉÇÉ). ðÕÓÔØ E = ‘^p (ÇÄÅ 1 � p � ∞), ÌÉÂÏ E = c_0. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ T_r ∈ B(E) ÄÅÊÓÔŒÕ- ÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ T_r(x) = (0; x_1; x_2; : : :) ÄÌÑ x = (x_1; x_2; : : :) ∈ E. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ‖T_r‖ = 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÌÅŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ T_‘ ∈ B(E) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T_r(x) = (x_2; x_3; : : :). ïÎ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ), ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ‖T_‘‖ = 1 (ÐÏÞÅÍÕ?).

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ 1 � p ¡ ∞, É q ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ 1=p + 1=q = 1 (ÅÓÌÉ p = 1, ÔÏ q = ∞). ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

‘^q → (‘^p)^∗; y → f_y; f_y(x) = ∑ i x_iy_i

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ‘^1 → (c_0)^∗.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÁÖÎÏ ÐÏÍÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (‘^∞)^∗ É ‘^1 ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.11. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ‘^p ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙ ÐÒÉ 1 ¡ p ¡ ∞, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ c_0; ‘^1 É ‘^∞ | ÎÅÔ.

åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ (‘^p)^∗ É ‘^q ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÌÅŒÏÍÕ ÓÄŒÉÇÕ, ĂÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑĄ Œ ÐÒÁŒÙÊ ÓÄŒÉÇ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. þÔÏÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ÎÁÄÏ ÄÏ- ÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÞÉÔÁÔØ ĂÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉĄ. ôÕÔ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÏÄÈÏÄÁ: ŒÓÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ĂÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉĄ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÌÉ ÖÅ ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ^1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ S ∈ B(E) É T ∈ B(F ) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

1äÌÑ ÃÅÎÉÔÅÌÅÊ ÏÂÝÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÃÅÐÃÉÊ: ŒÓÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, Œ ËÁËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ.

ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ) U : E → F , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

E^S � U � E U � F^T � F ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.12. åÓÌÉ S ∈ B(E) É T ∈ B(F ) ÐÏÄÏÂÎÙ, ÔÏ œ(S) = = œ(T ), É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ œ_p; œ_c; œ_r .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.13. ðÕÓÔØ 1 � p ¡ ∞, É 1=p + 1=q = 1. ðÕÓÔØ T_r | ÐÒÁŒÙÊ ÓÄŒÉÇ Œ ‘^p (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ c_0), Á T_‘ | ÌÅŒÙÊ ÓÄŒÉÇ Œ ‘^q (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ‘^1). ôÏÇÄÁ (T_r)^∗ É T_‘ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÓÉÍŒÏÌÙ \r" É \‘" ÍÅÓÔÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ 1 ¡ p ¡ ∞, É T_r; T_‘ ∈ B(‘^p) | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÁŒÏÇÏ É ÌÅŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ. ôÏÇÄÁ:

1) œ(T_r) = œ(T_‘) = D;

2) œ_p(T_r) = ∅; œ_c(T_r) = T; œ_r(T_r) = D; 3) œ_p(T_‘) = D; œ_c(T_‘) = T; œ_r(T_‘) = ∅.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÙ ÎÁÛÉÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ ÌÅÖÁÔ Œ D, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÎÏÒÍÙ ÒÁŒÎÙ 1. îÁÊÄÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÉÈ ÔÏÞÅÞÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

T_rx = ˘x ⇐⇒ (0 = ˘x_1)&(x_n = ˘x_{n+1} ∀n) ⇐⇒ x = 0;

ÐÏÜÔÏÍÕ œ_p(T_r) = ∅. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

T_‘x = ˘x ⇐⇒ x_{n+1} = ˘x_n ∀n ⇐⇒ x_n = x_1˘^{n−1} ∀n;

ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅËÔÏÒ x ≠ 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ T_‘ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ ˘ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (˘^{n−1}) ÌÅÖÉÔ Œ ‘^p, Ô.Å. ËÏÇÄÁ |˘| ¡ 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œ_p(T_‘) = D.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÛÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÞÅÒÅÚ T^{(p)}_r É T^{(p)}_‘ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ 1=p + 1=q = 1; ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

D = œ_p(T^{(q)}_‘ ) ⊂ œ_p(T^{(p)}_r ) ∪ œ_r(T^{(p)}_r ) = œ_r(T^{(p)}_r ) ⊂ œ_p(T^{(q)}_‘ ) = D:

úÎÁÞÉÔ, œ_r(T_r) = D. ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ œ(T_r) = D É ÞÔÏ œ_c(T_r) = T. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ËÁË Œ ‘^p, ÔÁË É Œ ‘^q; ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 3.1 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.3 ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ œ(T_‘) = D É œ_c(T_‘) = T. ïÓÔÁŒÛÅÅÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ_r (T_‘) = ∅ ÔÅÐÅÒØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. ðÏÌÅÚÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ĂŒ ÌÏÂĄ, Ô.Å. ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. úÁÄÁÞÁ ŒÐÏÌÎÅ ÒÅÛÁÅÍÁÑ, ÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÉÔÅÓØ, Ó ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ ŒÓÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÕÄÁ ÐÒÏÝÅ É ËÒÁÓÉŒÅÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.14. îÁÊÔÉ ÓÐÅËÔÒÙ É ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ (Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ, ÔÏÞÅÞÎÙÊ, ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÙ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ c_0; ‘^1 É ‘^∞.

ðÒÉÍÅÒ 3.4 (ÓÄŒÉÇÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÁÈ). ïÐÅÒÁÔÏÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÊ- ÄÅÔ ÒÅÞØ ÎÉÖÅ, ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐ- ÐÁ, E | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G, g ∈ G | ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ T_g : E → E ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (T_gf)(h) = f(g^{−1}h) ÄÌÑ f ∈ E; h ∈ G. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÂÙÌ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ÂÙÌÏ ĂÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒĄ. îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ:

1. G = Z; E = ‘^p(Z) (ÇÄÅ 1 � p � ∞) ÉÌÉ ÖÅ E = c_0(Z). ïÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕ- ÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ^1 T_b ∈ B(E) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (T_bx)_n = x_{n−1} ÄÌÑ x = (x_n)_{n∈Z} ∈ E. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ É ÏÂÒÁÔÉÍ.

2. G = T | ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁŒÎÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1, ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. œŒÅÄÅÍ ÎÁ T ÍÅÒÕ ĂÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ, ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ 2ßĄ, É ÐÏÌÏÖÉÍ E = L^p(T) (ÇÄÅ 1 � p � ∞) ÉÌÉ ÖÅ E = C(T). äÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ı ∈ T ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_ı ∈ B(E) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (T_ı f)(z) = f(ı^{−1}z) ÄÌÑ f ∈ E; z ∈ T. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ (ŒŒÉÄÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ- ÛÅÊ ÍÅÒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ĂÐÏŒÏÒÏÔÏŒĄ) É ÏÂÒÁÔÉÍ; ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ T_ı−1 .

2. G = R; E = L^p(R) (ÇÄÅ 1 � p � ∞) ÉÌÉ ÖÅ E = C_0(R) (ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R, ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÓÔÉ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ sup-ÎÏÒÍÏÊ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ s ∈ R ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_s ∈ B(E) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (T_sf)(t) = f(t − s) ÄÌÑ f ∈ E; s ∈ R. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ (ŒŒÉÄÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ) É ÏÂÒÁÔÉÍ; ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ T_{−s}.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÔÒÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ É ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÉÈ ÓÐÅËÔÒÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.21).

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÐÅËÔÒÙ É ÞÁÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ, ÏÂÓÕÄÉÍ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁÍÉ ÓÄŒÉÇÁ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ 3.1 É 3.2). üÔÏÔ

1îÅ ÏÞÅÎØ ÕÄÁÞÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ: ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÄŒÉÇÁÅÔ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÐÒÁŒÏ, ÔÏÌØ- ËÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (x_n) ∈ E ÔÅÐÅÒØ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, ĂÄŒÕ- ÓÔÏÒÏÎÎÉÅĄ.

ÍÅÔÏÄ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÃÅÌÏÊ ÎÁÕËÉ | ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ T_b ∈ ‘^2(Z) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_z ∈ B(L^2(T)); (M_zf)(z) = zf(z) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

2) ïÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T_ı ∈ L^2(T) É ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_{(ı}−n_) ∈ B(‘^2(Z)); M_{(ı}−n_)(x) = (ı^{−n}x_n)_{n∈Z} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÕÖÎÕÀ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : L^2(T) → ‘^2(Z), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÊ f ∈ L^2(T) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ æÕÒØÅ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: (Uf)_n = ⟨f; z^n⟩ = ∫ T f(z)z^{−n} dz.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÐÅËÔÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ (ÓÍ. ÕÐÒ. 3.5), ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.12.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ T_b ∈ B(‘^2(Z)) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ. ôÏÇÄÁ œ(T_b) = œ_c(T_b) = T.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ T_ı ∈B(L^2(T)) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ œ_p(T_ı ) = {ı^n}_{n∈Z} É œ_r(T_ı ) = ∅. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 1) ÅÓÌÉ ı | ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ œ(T_ı ) = {ı^n}_{n∈Z}; 2) ÅÓÌÉ ı ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ œ(T_ı ) = T.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ı | ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {ı^n}_{n∈Z} ËÏÎÅÞÎÏ É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏ. åÓÌÉ ÖÅ ı ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 3.1 É 3.2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.15. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ T_s ∈ B(L^2(R)) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_e−ist ∈ B(L^2(R)); (M_e−ist f)(t) = e^{−ist}f(t) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

2) œ(T_s) = œ_c(T_s) = T.

õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.16. îÁÊÔÉ ÓÐÅËÔÒ É ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ, ÔÏ- ÞÅÞÎÙÊ, ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ) ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3.4, ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÝÉÈ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ‘^p- ÉÌÉ L^p-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÒÉ p ≠ 2, Á ÔÁËÖÅ Œ c_0(Z) ÉÌÉ (ÓÍÏÔÒÑ ÐÏ ÓÍÙÓÌÕ) C_0(R), C(T).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.15 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ‘^2(Z); L^2(T) É L^2(R) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏ- ÄÅÌÉ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. îÁ- ÌÉÞÉÅ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÅÓØÍÁ ÕÄÏÂÎÏÅ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ÇÌÕÂÖÅ ÐÏÎÑÔØ ÐÒÉÒÏÄÕ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÕÚÎÁÔØ, ËÁËÉÅ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É Ô.Ð. íÙ ÅÝÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÏÄÅÌÑÍ, ËÏÇÄÁ ÄÏÂÅÒÅÍÓÑ ÄÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. á ÓÅÊÞÁÓ ÄÁŒÁÊÔÅ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÅÓÔØ É Õ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ Œ ‘^2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ èÁÒÄÉ | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ L^2(T), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

H^2 = {f ∈ L^2(T) : ⟨f; z^n⟩ = 0 ∀n ¡ 0}:

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, H^2 ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÔÅÈ f ∈ L^2(T), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÎÅËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.17. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔËÒÙ- ÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ D ⊂ C É ËÁÖÄÏÇÏ 0 ¡ æ ¡ 1 ÐÏÌÏÖÉÍ

‖f‖_æ = ( 1 2ß ∫_ß −ß |f(æe^{it})|^2 dt

)_{1=2} : äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ H^2, ÄÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅ- ÍÕ: H^2 = {f : D → C : f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ‖f‖ = lim_{æ→1} ‖f‖_æ ¡ ∞}:

õËÁÚÁÎÉÅ. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÑÄÁ- ÍÉ æÕÒØÅ É ÒÑÄÁÍÉ ôÜÊÌÏÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ Œ ‘^2 ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_z (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 3.5 (1)) Œ H^2.

þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ, ÔÏ ÏÎ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÁÖÕ- ÝÕÀÓÑ ÓÈÏÖÅÓÔØ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ, ÎÉËÁËÏÊ ÒÁÚÕÍÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ. îÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÆÁËÔ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÊ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ.

óÐÅËÔÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 3.3 É 3.4 (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ), Á ÔÁËÖÅ ÞÁÓÔÉ ÉÈ ÓÐÅËÔÒÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÄÎÉÍ ÌÀÂÏÐÙÔ- ÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÏÎÉ ĂËÒÕÇÌÙÅĄ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ

ÐÏÐÁÌÁ Œ ÓÐÅËÔÒ ÉÌÉ Œ ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ, ÔÏ ÔÕÄÁ ÖÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ É ŒÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ. þÔÏÂÙ ÐÏ- ÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ŒŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ S ∈ B(E) É T ∈ B(F ) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÐÏÄÏÂ- ÎÙÍÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÌÁÂÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ) U_1; U_2 : E → F , ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

E^S �

U_1 � E U_2 � F^T � F ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÏÄÏÂÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÌÁÂÏ ÐÏÄÏÂÎÙ, É ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ. ïÂÒÁÔÎÏÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅŒÅÒÎÏ: ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ 1_E. ôÏÔ ÖÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÙ ÓÌÁÂÏ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ĂÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍĄ, ĂÂÙÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍĄ, ĂÉÍÅÔØ ÐÌÏÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚĄ É Ô.Ð. ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÓÌÁÂÏ ÐÏÄÏÂÎÙÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.19. ðÕÓÔØ T | ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÉÌÉ 2, ËÒÏÍÅ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É ÐÕÓÔØ ˘ ∈ T. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ T − 1 É T − ˘1 ÓÌÁÂÏ ÐÏÄÏÂÎÙ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ˘ ∈ œ(T ) ⇐⇒ 1 ∈ œ(T ), É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ œ_p; œ_c É œ_r.

3.3. åÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÓÐÅËÔÒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(E; F ) ÍÅÖÄÕ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ T : E → → Im T | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.20. 1) T ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎ ÓÎÉÚÕ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ c ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ‖T x‖ � c‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E.

2) T ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ T ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É Im T ÚÁÍËÎÕÔ. 3) œÅÒÎÙ ÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. áÐÐÒÏËÓÉÍÁÔÉŒÎÙÍ ÔÏÞÅÞÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(E) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

œ_{ap}(T ) = {˘ ∈ C : T − ˘1 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ }: óÐÅËÔÒÏÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ œ_{su}(T ) = {˘ ∈ C : Im(T − ˘1) ≠ E}:

CÐÅËÔÒÏÍ ÓÖÁÔÉÑ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ œ_{com}(T ) = {˘ ∈ C : Im(T − ˘1) ≠ E}:

ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÐÅËÔÒÁ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1) œ_p(T ) ∪ œ_{su}(T ) = œ(T ), 2) œ_{ap}(T ) ∪ œ_{com}(T ) = œ(T ), 3) œ_p(T ) ⊂ œ_{ap}(T ), 4) œ_{com}(T ) ⊂ œ_{su}(T ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ïÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÂÒÁÚ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÌÏÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍ.

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÎÁÂÒÁÌÏÓØ ÕÖÅ ÛÅÓÔØ ÞÁÓÔÅÊ ÓÐÅËÔÒÁ. þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ŒÓÅ ÏÎÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÕÄÏÂÎÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ^1 ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ:

1

3

2

4 5 œ_{ap} œ_{com}

œ_p(T ) = 1 ∪ 2 œ_{ap}(T ) = 1 ∪ 2 ∪ 3 ∪ 4 œ_{com}(T ) = 2 ∪ 4 ∪ 5 œ_r(T ) = 4 ∪ 5 œ_c(T ) = 3 œ_{su}(T ) ⊃ 2 ∪ 3 ∪ 4 ∪ 5

ìÅŒÙÊ ËÒÕÇ Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ | ÜÔÏ œ_{ap}(T ), ÅÇÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ | œ_p(T ), Á ÐÒÁŒÙÊ ËÒÕÇ | œ_{com}(T ). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÉÓÕÎËÁ, ŒÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

1ðÏ ÓÏŒÅÔÕ ð. èÁÌÍÏÛÁ [28].

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË œ_{ap}; œ_{com} É œ_{su} ÒÅÁÇÉÒÕÀÔ ÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ (ÓÒ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏ- ÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.21. ðÕÓÔØ E; F | ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, T ∈ ∈ B(E; F ) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ

1) T ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ T^∗ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ; 2) T ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ =⇒ T^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. 3)^∗ œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T − ˘1 (ÇÄÅ T ∈ B(E)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7. ðÕÓÔØ T ∈ B(E). ôÏÇÄÁ

1) œ_{ap}(T ) = œ_{su}(T^∗); 2) œ_{su}(T ) = œ_{ap}(T^∗); 3) œ_{com}(T ) = œ_p(T^∗); 4) œ_p(T ) ⊂ œ_{com}(T^∗).

åÓÌÉ ÖÅ E ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, ÔÏ

7) œ_p(T ) = œ_{com}(T^∗).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.22. îÁÊÄÉÔÅ œ_{ap}, œ_{com} É œ_{su} ÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÓÄŒÉÇÁ.

íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ É ÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ, Á ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ÐÕÓÔÙÍÉ (ÓÍ., Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.2 É 3.4) | Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÍÐÁËÔÅÎ É ÎÅÐÕÓÔ. á ŒÏÔ Ó ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÔÉŒ- ÎÙÍ ÔÏÞÅÞÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. áÐÐÒÏËÓÉÍÁÔÉŒÎÙÊ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ œ_{ap}(T ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(E) ÚÁÍËÎÕÔ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÁÎÉÃÕ ÓÐÅËÔÒÁ @œ(T ). ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ œ_{su}(T ). ëÁË ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ, œ_{ap}(T ) É œ_{su}(T ) | ÎÅÐÕÓÔÙÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (îÁÂÒÏÓÏË). œÎÁÞÁÌÅ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÑ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.23. 1) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÏ Œ B(E).

2) œ_{ap}(T ) ÚÁÍËÎÕÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.24. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. 1) åÓÌÉ a ∈ A ÏÂÒÁÔÉÍ, É ‖b‖ ¡ 1 ‖a^{−1}‖ , ÔÏ a − b ÏÂÒÁÔÉÍ.

2) åÓÌÉ a ∈ A É ˘ =∈ œ(a), ÔÏ ‖(a − ˘1)^{−1}‖ � 1 æ(˘; œ(a)) , ÇÄÅ æ(˘; œ(a)) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ˘ ÄÏ œ(a).

ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒ œ(T ) = œ(T^∗) É œ_{su}(T ) = œ_{ap}(T^∗), ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ @œ(T ) ⊂ œ_{ap}(T ). œÏÚØÍÅÍ ˘ ∈ @œ(T ) É ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {˘_n} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ˘_n → ˘ É ˘_n =∈ œ(T ) ÐÒÉ ŒÓÅÈ n. éÚ Ð.2) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.24 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖(T − ˘_n)^{−1}‖ → ∞ ÐÒÉ n → ∞. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ⊂ E, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‖x_n‖ = 1 É ‖(T − ˘_n)^{−1}x_n‖ → ∞ ÐÒÉ n → ∞. ðÏÌÏÖÉÍ

y_n =

(T − ˘n)^{−1}xn ‖(T − ˘n)^{−1}xn‖ ;

ÔÏÇÄÁ ‖y_n‖ = 1 É (T − ˘_n)y_n → 0 ÐÒÉ n → ∞. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

(T − ˘)y_n = (T − ˘_n)y_n − (˘ − ˘_n)y_n → 0 (n → ∞):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˘ ∈ œ_{ap}(T ), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.25. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ËÁÓÁ- ÀÝÕÀÓÑ œ_{su}(T ), ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ð.3) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.21. õËÁÚÁÎÉÅ. œÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÏ Œ B(E), É ÞÔÏ œ_{ap}(T^∗) ⊂ œ_{su}(T ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ T ∈ B(E) | ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É F ⊂ E | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T (Ô.Å. ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ T (F ) ⊂ F ). ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ T |_F | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ F . þÔÏ ÂÏÌØÛÅ | œ(T |_F ) ÉÌÉ œ(T )? îÅÓÌÏÖÎÙÅ ÐÒÉ- ÍÅÒÙ (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÉÈ!) ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ Œ ÏÄÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ œ(T |_F ) ⊂ œ(T ), Á Œ ÄÒÕÇÉÈ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, Ï ÐÏÌÎÏÍ ÓÐÅËÔÒÅ œ_f (T ) (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.17), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ œ(T ) ĂÚÁËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÄÙÒĄ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ T ∈ B(E) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É F ⊂ E | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T . ôÏÇÄÁ œ(T |_F ) ⊂ œ_f (T ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (îÁÂÒÏÓÏË). ðÏÌÏÖÉÍ U = C \ œ_f (T ); ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ œ_f (T ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ (ÏÔËÒÙÔÏÅ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) Œ C. åÓÌÉ ˘ ∈ U É |˘| ¿ ‖T ‖, ÔÏ

(T − ˘1)^{−1} = −˘^{−1}(1 − ˘^{−1}T )^{−1} = − ∑ n ˘^{−(n+1)}T^n

(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (T − ˘1)^{−1}x ∈ F ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÕËÁ- ÚÁÎÎÙÈ ˘ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ F .

ìÅÍÍÁ 3.1 (ĂŒÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉĄ). ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ, E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, F ⊂ E | ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, f : U → E | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(M) ⊂ F ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ U, ÉÍÅ- ÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ Œ U. ôÏÇÄÁ f(U) ⊂ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.26. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ.

þÔÏÂÙ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = (T − ˘1)^{−1}x (ÇÄÅ x ∈ F | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÇÄÁ (T − ˘1)^{−1}x ∈ F ÕÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ U, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T |_F − ˘1_F ÏÂÒÁÔÉÍ Œ B(F ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ U, Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ =∈ œ_f (T ).

ðÒÉÍÅÒ 3.5. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ (ÕÖÅ ÔÒÅÔØÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅ- ÇÏ ÓÄŒÉÇÁ T_b ∈ B(E) (ÇÄÅ E ∈ {‘^p; c_0}) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ c ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔØÀ T. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ

F = {x ∈ E : x_n = 0 ∀n � 0};

ÔÏÇÄÁ T |_F ÐÏÄÏÂÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T_r ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ œ(T_r) = D (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ D | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C \ œ(T_b). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, T_b | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ E ÎÁ ÓÅÂÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ œ(T_b) ⊂ T (ÓÍ. ÕÐÒ. 2.21). óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ œ(T_b) = T.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

ëÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ, Á ÔÁËÖÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌ Ï ÔÏÞÅÞÎÏÍ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÓÐÅËÔÒÁÈ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ [30]; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÕÞÅÂÎÉË õ. òÕÄÉÎÁ [26], Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÞÅÎØ ÐÏ- ÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ èÁÒÄÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ [5, 8]. áÐÐÒÏËÓÉÍÁÔÉŒÎÙÊ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ, ÓÐÅËÔÒ ÓÖÁÔÉÑ É ÓÐÅËÔÒ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÂÓÕÖÄÁ- ÀÔÓÑ Œ ÎÅÄÁŒÎÅÊ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ ë. ìÁÕÒÓÅÎÁ É í. îÏÊÍÁÎÎÁ [43]; ÔÁÍ ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÞÁÓÔÅÊ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÍ. ÔÁËÖÅ ËÎÉÇÕ ð. èÁÌ- ÍÏÛÁ [28].

4. çïìïíïòæîïå éóþéóìåîéå

íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ĂÂÒÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÓÍ. §2.4). œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ô.Å. ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÉ- ËÁËÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÅÌ ÍÅÎÑÅÔ- ÓÑ: ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ĂÂÒÁÔØĄ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ, ÎÏ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

þÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÊ ÓÍÙÓÌ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ĄÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙĄ, ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ ÏÔŒÌÅÞØÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ĂÂÁÎÁÈÏŒÏÊĄ ÎÁÕËÉ É ÐÏÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ŒÅÝÁÈ.

4.1. ðÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

íÎÏÇÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁ- ÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁÄÁ- ÅÔÓÑ ÎÉËÁËÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. ôÁËÏŒÙ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÇÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÌÁÄ- ËÉÈ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ (Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ), ÉÇÒÁÀÝÉÅ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÍÉ. œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÔÏÖÅ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÏÄÎÉÍÉ ÌÉÛØ ÂÁ- ÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏÚÎÁËÏ- ÍÉÔØÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÎÏÒÍÉÒÕÅÍÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ŒÓËÏÒÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. æÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖: E → [0; +∞) ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÏÒÍÏÊ (ÉÌÉ ÐÒÅÄÎÏÒÍÏÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ‖˘x‖ = |˘|‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ C; x ∈ E;

2) ‖x + y‖ � ‖x‖ + ‖y‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ E.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÎÏÒÍÁ | ÜÔÏ ĂÐÏÞÔÉ ÎÏÒÍÁĄ, ÔÏÌØËÏ ÅÊ ÒÁÚÒÅ- ÛÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_i : i ∈ I} (ÇÄÅ I | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ), ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

åÓÌÉ E | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅ- ÓÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ÎÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ x ∈ E; ” ¿ 0 É i ∈ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ĂÛÁÒĄ U_i(x; ”) = {y ∈ E : ‖x − y‖_i ¡ ”}: (4.1)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. óÁÍÁÑ ÓÌÁÂÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙ- ÔÙ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ (4.1), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_i : i ∈ I}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. åÓÌÉ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á P | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÁÂÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÙ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ P . âÁÚÏÊ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ P , Á ÓÁÍÏ P ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕ- ÎÏÒÍ {‖ · ‖_i : i ∈ I}, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ:

1) üÔÏ | ÓÁÍÁÑ ÓÌÁÂÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉ- ÇÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÐÏÌÕÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_i ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

2) âÁÚÕ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

U_{i1;:::;in} (x; ”) = {y ∈ E : ‖x − y‖_{ik} ¡ ” ∀k = 1; : : : ; n} (4.2)

(ÇÄÅ x ∈ E; n ∈ N; i_1; : : : ; i_n ∈ I).

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. œ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ E × E → E É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓËÁÌÑÒ C × E → E ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓËÁÌÑÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ŒÓÅ ÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, É ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ, ÔÏ ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ. ïÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÔÁËÏŒ: ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ Œ E ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ (4.2) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÙ.

œÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ŒÙÄÅÌÑÀÝÅÅ ÉÈ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ŒÓÅÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÉÈ (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔÉ; ÓÍ. ÎÉÖÅ ÕÐÒ. 4.4), ÂÌÁÇÏÄÁ- ÒÑ ÔÅÏÒÅÍÅ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ŒÅÓØÍÁ ÕÄÏÂÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÏÏÂÝÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÈÁÕÓÄÏÒ- ÆÏŒÏ.

œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ (E; {‖ · ‖_i : i ∈ I}) | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÒÅÃÅÐÔÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ⊂ E ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x ∈ E ⇐⇒ ‖x − x_n‖_i → 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. E ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ⇐⇒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x ∈ E ÎÁÊÄÅÔÓÑ i ∈ I ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ‖x‖_i ¿ 0.

ðÒÉÍÅÒÙ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÕÄÕÔ Õ ÎÁÓ ÐÏÑŒÌÑÔØ- ÓÑ ÐÏ ÍÅÒÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ:

ðÒÉÍÅÒ 4.1. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, O(U) | ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂ U ŒŒÅÄÅÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÕ ‖ · ‖_K ÎÁ O(U), ÐÏÌÁÇÁÑ ‖f‖_K = sup_{z∈K} |f(z)|. ôÏÐÏÌÏ- ÇÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÔÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏ- ÏÔËÒÙÔÏÊ. éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 4.3 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_n ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë f Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ Œ U. ðÏÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏ- ÒÅÍÕ òÕÎÇÅ ÏÂ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ (òÕÎÇÅ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ C ÁÌ- ÇÅÂÒÁ R(U) ÐÌÏÔÎÁ Œ O(U).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÕŒÁÖÁ- ÀÝÉÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ | ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ĂÎÁ ÑÚÙËÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ (E; {‖ · ‖_i : i ∈ I}) É (F; {‖ · ‖_j : j ∈ J}) | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, T : E → F | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) T ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

2) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ∈ J ÎÁÊÄÕÔÓÑ C ¿ 0 É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ i_1; : : : ; i_n ∈ I ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ‖T x‖_j � C max{‖x‖_{i1} ; : : : ; ‖x‖_{in} } ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E.

þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÐÏÌÕÎÏÒÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. óÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_i : i ∈ I} É {‖ · ‖_j : j ∈ J} ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÏÌÕÎÏÒÍ ĂÎÁ ÑÚÙËÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒĄ.

ðÒÉÍÅÒ 4.2. ðÕÓÔØ D_R = {z ∈ C : |z| ¡ R} | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R. (ðÒÉ R = ∞ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ D_R = C). ëÁÖÄÁÑ f ∈ O(D_R) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ D_R Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ: f(z) = ∑ n c_nz^n. (ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ O(D_R), ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 4.1.) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 0 ¡ r ¡ R ÐÏÌÏÖÉÍ ‖f‖_r = ∑ n |c_n|r^n; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ‖ · ‖_r | ÐÏÌÕÎÏÒÍÁ ÎÁ O(D_R).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ {r_n} | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏ- ÌÕÎÏÒÍ

{‖ · ‖_K : K ⊂ D_R | ËÏÍÐÁËÔ }; {‖ · ‖_r : 0 ¡ r ¡ R} É {‖ · ‖_{rn} : n ∈ N}

ÎÁ O(D_R) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÑ ÎÁ O(U), ÇÄÅ U = D_R, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓÞÅÔÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÏÌÕ- ÎÏÒÍ (ËÓÔÁÔÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ U). á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÏÂÏÊÔÉÓØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. èÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (E; {‖ · ‖_i : i ∈ I}) ÎÏÒÍÉÒÕÅÍÏ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ I_0 ⊂ I, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_i : i ∈ I_0} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ O(U) ÎÅÎÏÒÍÉÒÕÅÍÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.3. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ), ÞÔÏ ÄÌÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ E ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ (ÔÏÞÎÅÅ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔ- ÎÏÇÏ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I_0 ⊂ I, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ E.

åÓÌÉ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒŒÅÄÅÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÐÒÅ- ŒÒÁÝÁÀÝÅÅ ÅÇÏ Œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÐÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÏÂÙÞÎÏ ÔÒÅÂÕÀÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÌÉÛØ ÒÁÚÄÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. ðÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

L_a : A → A; b → ab É R_a : A → A; b → ba

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A × A → A; (a; b) → ab, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÎÁÍ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ (ÔÁË ÞÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌØÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ŒÙÎÕÖÄÅÎÎÁÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ). á ÐÏËÁ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. O(U) | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÓÏŒÍÅÓÔ- ÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

4.2. çÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ: ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÔÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ O(U) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÅÊ. þÅÒÅÚ t ∈ O(U) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(z) = z.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. çÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ a ÎÁ U ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_h : O(U) → A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_h(t) = a.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_h ÏÔ a ÎÁ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÏÇÄÁ:

1) ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ (Ô.Å. fl_h|_{R(U)} = fl_r);

2) œ(a) ⊂ U;

3) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ fl_h(t) = a, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ- ÓÔÉ fl_h É ÔÅÏÒÅÍÙ òÕÎÇÅ.

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ U | ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÉÌÉ ŒÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ D_R = {z ∈ C : |z| ¡ R} | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÓÐÅËÔÒ œ(a) ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A. (ðÒÉ R = ∞ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ D_R = C). ôÏÇÄÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ D_R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ f ∈ O(D_R) É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÅ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ: f(z) = ∑ n c_nz^n. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n c_na^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ A.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÅ æ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ r(a) ¡ æ ¡ R; ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (ÓÍ. §2.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ N ∈ N, ÔÁ- ËÏÅ, ÞÔÏ ‖a^n‖^{1=n} ¡ æ ÐÒÉ n ¿ N. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C := sup_n ‖a^n‖=æ^n ¡ ∞. ðÏÜÔÏÍÕ ∑ n |c_n|‖a^n‖ � C ∑ n |c_n|æ^n; (4.3)

É ÒÑÄ ∑ n c_na^n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ ÞÅÒÅÚ fl_h(f).

ðÒÏÓÔÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl_h : O(D_R) → A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ fl_h(t) = a. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ (4.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖fl_h(f)‖ � C‖f‖_æ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ O(D_R) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 4.2), ÐÏÜÔÏÍÕ fl_h ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÔ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ĂÂÒÁÔØ ÃÅÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ exp(a) =

∑_∞

n=0 a^n=n!.

åÓÌÉ U ⊂ C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ œ(a), ÔÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ U ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ, ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ: ŒÅÄØ ÎÅ ÌÀÂÁÑ ÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ U ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ ÎÁ U. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÄÏÂÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ëÏ- ÛÉ. îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 4.1. åÓÌÉ V ⊂ U | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V ⊂ U, É ÇÒÁÎÉÃÁ @V ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ O(U) É ÌÀÂÏÇÏ z ∈ V ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ

f(z) = 1 2ßi ∫ @V f(ı) ı − z dı (4.4)

(ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ @V ŒÅÄÅÔÓÑ, ËÁË ÐÏÌÏÖÅÎÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ).

ó ÕÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÏÄÂÅÒÅÍ V ÔÁË, ÞÔÏÂÙ œ(a) ⊂ V ⊂ V ⊂ U, ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ a ŒÍÅÓÔÏ z Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.4) É ŒÏÚØÍÅÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f(a) = fl_h(f). ëÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ ÓÍÙÓÌ, ÎÕÖÎÏ ÓÐÅÒŒÁ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ðÕÓÔØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, f : [a; b] → E | ÆÕÎËÃÉÑ. éÎÔÅ- ÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ∫ b a f(t) dt ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁË É ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ. á ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.7. üÌÅÍÅÎÔ x ∈ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f ÐÏ [a; b] (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ∫ b a f(t) dt), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ! ∈ E^∗ ÆÕÎËÃÉÑ

! ∘ f : [a; b] → C ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ òÉÍÁÎÕ, É !(x) = ∫ b a !(f(t)) dt.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ (ÐÏÞÅÍÕ?).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. 1) åÓÌÉ f : [a; b] → E ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÕÅÍÁ, É ‖ ‖ ‖ ∫_b a f(t) dt ‖ ‖ ‖ � ∫_b a ‖f(t)‖ dt � ‖f‖_∞(b − a);

ÇÄÅ ‖f‖_∞ = sup_{t∈[a;b]} ‖f(t)‖.

2) åÓÌÉ T ∈ B(E; F ), ÔÏ T

(∫_b a f(t) dt ) = ∫ b a T (f(t)) dt ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : [a; b] → E.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ ` | ÇÌÁÄËÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ C, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÁÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl : [a; b] → C ËÌÁÓÓÁ C^1. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : ` → E ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ ∫ � f(z) dz = ∫ b a f(fl(t))fl^′(t) dt.

ëÁË É ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ f ÐÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÅÅ ĂÇÌÁÄËÉÍ ËÕÓËÁÍĄ. îÁ- ËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ V ⊂ C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÇÒÁÎÉÃÁ @V ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÔÏ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ ÏÔ f ÐÏ @V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÜÔÉÍ ËÒÉŒÙÍ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ V .

∗ ∗ ∗

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ œ(a). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_h : O(U) → A ÏÔ a ÎÁ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ @V , ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ œ(a) ⊂ V ⊂ V ⊂ U. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ f ∈ O(U) ÐÏÌÏÖÉÍ

fl_h(f) = 1 2ßi ∫ @V f(ı)(ı1 − a)^{−1}dı:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl_h : O(U) → A ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ (ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÔÏÉÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ) É ÌÉÎÅÊÎÏ. ëÒÏ- ÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ‖fl_h(f)‖ � C‖f‖_{@V} ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ O(U). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, fl_h ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ fl_h | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, É ÞÔÏ fl_h(t) = a. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ÄŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

(i) fl_h(1) = 1;

(ii) fl_h((t − ˘)f) = (a − ˘1)fl_h(f) ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ O(U); ˘ ∈ C.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ (i) É (ii) ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fl_h(f) = f(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, fl_h(t) = a. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ˘ =∈ U, ÔÏ (a − ˘1)^nfl_h((t − ˘)^{−n}) = fl_h(1) = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ fl_h((t − ˘)^{−n}) = (a − ˘1)^{−n} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N. òÁÚÌÁÇÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈R(U) Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ fl_h ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÎÁ R(U) Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ fl_r; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, fl_h|_{R(U)} | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ïÔÓÀÄÁ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ òÕÎÇÅ É ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ Œ O(U) É A, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fl_h | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÐÕÓÔØ f; g ∈ O(U), É ÐÕÓÔØ {f_n} É {g_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ R(U), ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë f É g ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ f_ng_n → fg Œ O(U)

É fl_h(f_n)fl_h(g_n) → fl_h(f)fl_h(g) Œ A, ÐÏÜÔÏÍÕ

fl_h(fg) = lim_n fl_h(f_ng_n) = lim_n fl_h(f_n)fl_h(g_n) = fl_h(f)fl_h(g);

ÔÁË ÞÔÏ fl_h | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÊ (i) É (ii).

äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ (i) ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ! ∈ A^∗ É ŒÏÚØÍÅÍ R ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ R ¿ ‖a‖ É V ⊂ D_R. æÕÎËÃÉÑ ı → !((ı1 − a)^{−1}) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D_R \ V , ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

!(fl_h(1)) = 1 2ßi ∫ @V !((ı1 − a)^{−1}) dı = 1 2ßi ∫ @D_R

!((ı1 − a)^{−1}) dı: (4.5)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ı ∈ @D_R ÍÙ ÉÍÅÅÍ

(ı1 − a)^{−1} = ı^{−1}(1 − ı^{−1}a)^{−1} = ∞∑ n=0 ı^{−n−1}a^n

(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1), ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ @D_R. ðÏÜÔÏÍÕ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (4.5) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

: : : = ∞∑ n=0 !(a^n) 1 2ßi ∫ @D_R

ı^{−n−1}dı = !(1):

œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ A^∗, ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (i).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ (ii):

fl_h((t − ˘)f) − (a − ˘1)fl_h(f) = = 1 2ßi ∫ @V (ı − ˘)f(ı)(ı1 − a)^{−1}dı − (a − ˘1) 1 2ßi ∫ @V f(ı)(ı1 − a)^{−1}dı = = 1 2ßi ∫ @V f(ı) [ (ı − ˘)1 − (a − ˘1) ] (ı1 − a)^{−1}dı = = 1 2ßi ∫ @V f(ı)(ı1 − a)(ı1 − a)^{−1}dı = 1 2ßi ∫ @V f(ı) dı · 1 = 0;

ÐÏÓËÏÌØËÕ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ U. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (ii) ÄÏËÁÚÁÎÏ. ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ ŒÙÛÅ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fl_h | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

çÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÓÏÇÌÁÓÏ- ŒÁÎÙ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. ðÕÓÔØ œ(a) ⊂ V ⊂ U, ÇÄÅ U; V | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r_{UV} : O(U) → O(V ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ U ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ V .

ðÕÓÔØ fl^U_h É fl^V_h | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ a ÎÁ U É V ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

O(U)

r_{U V} � fl^U_h � � A O(V )^{flVh} � �

ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ, ÍÙ ŒÐÒÁŒÅ ŒÍÅÓÔÏ fl_h(f) ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ f(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ œ(a).

äÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊĄ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÔØ ĂŒ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅĄ, Ô.Å. ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ËÏÎÔÕÒÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÀ. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, f | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ œ(a). œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ f(a):

1) A = C(˙), a ∈ A | ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. 2) A = ‘^∞, a ∈ A | ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. 3) A = L^∞(X; ¯), a ∈ A | ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

4) A = B(‘^p) ÉÌÉ B(c_0), a = M_˘ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. 5) A = B(L^p(X; ¯)), a = M_f | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. 6) A = B(‘^2(Z)), a = T_b | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ. 7) A = B(‘^2), a = T_r | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ.

œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ĂÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁĄ, ÕÄÏÂÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ĂÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÉ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅĄ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ïÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ K | ËÏÍÐÁËÔ Œ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (U; f), ÇÄÅ U ⊃ K | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É f ∈ O(U). îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒŒÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ (U; f) ∼ (V; g), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ⊃ K, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ W ⊂ U ∩ V É f|_W = g|_W . ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ K, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÏÓÔËÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ O(K). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ O(K) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ

ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÒÏÓÔËÁÍÉ ËÁË ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅ- ÌÑÍÉ.

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ R(M) (ÓÍ. §2.4), ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÒÏÓÔËÕ f ∈ O(K) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(z) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ K, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f(z) ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ z ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ~f : K → C; ~f(z) = f(z). ïÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ O(K) → C^K ; f → ~f ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÐÏÞÅÍÕ?). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÜÔÏÔ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ŒÓÅÇÄÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒ (ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.10):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. 1) f ∈ O(K) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ~f ∈ C^K ÏÂÒÁÔÉÍ, Ô.Å. f(z) ≠ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ K.

2) œ_{O(K)}(f) = œ_CK ( ~f) = f(K) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ O(K).

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ O(K) ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ËÏÍÐÁËÔÁ K ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r_{UK} : O(U) → O(K) ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ĂÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑĄ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁÚÏ- ŒÅÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÕ ‖ · ‖ ÎÁ O(K) ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ U ⊃ K ÐÏÌÕÎÏÒÍÁ f → ‖r_{UK} (f)‖ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ O(U). ðÒÅŒÒÁÔÉÍ O(K) Œ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÄÉŒ ÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏÌÕÎÏÒÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4. õËÁÚÁÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔ- ÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ; ÐÏ-ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌĄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: O(K) = lim−→_{U⊃K} O(U). ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ D ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÉÇÒÁÀÝÅÍ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.15. ðÕÓÔØ E | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : O(K) → E ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊃ K ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∘ r_{UK} : O(U) → E ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÅÎ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏ- ÓÔØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ O(K):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.16. ðÕÓÔØ O(K) ÓÎÁÂÖÅÎÏ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ. ôÏÇÄÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÔÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏ- ÌÕÎÏÒÍ ÎÁ O(K).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.17^∗. O(K) | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ Ó ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(a). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl^K_h : O(K) → A, ÔÁ- ËÏÊ, ÞÔÏ fl^K_h (t) = a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ∈ O(K) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÒÏÓÔÏË, É ÐÕÓÔØ g ∈ O(U) (ÇÄÅ U ⊃ K) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ fl^K_h (f) = fl^U_h (g). éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 4.12 ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ fl^K_h | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÉ- ÞÅÍ fl^K_h (t) = a, É fl^K_h ∘ r_{UK} = fl^U_h ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊃ K. îÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ fl^K_h ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 4.15, Á ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ | ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1, Ð.3).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.9. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl^K_h : O(œ(a)) → A, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊃ œ(a).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍ 4.1 É 4.2 ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÒ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.7):

ôÅÏÒÅÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, U ⊂ C | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, K ⊂ C | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ. óÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ { a ∈ A : œ(a) ⊂ U } ⇄ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ O(U) → A } { a ∈ A : œ(a) ⊂ K } ⇄ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ O(K) → A }

úÄÅÓØ ÓÔÒÅÌËÉ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÕ a ∈ A ÅÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ U (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, K), Á ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ß ÜÌÅÍÅÎÔ ß(t), ÇÄÅ t(z) = z ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ U (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÀÂÏÇÏ z ∈ K).

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ËÏÍÐÁËÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 4.2 | ÜÔÏ ÓÁÍ œ(a). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ŒÍÅÓÔÏ fl^{œ(a)}_h (f) ÍÙ ÂÕÄÅÍ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÕÄÏÂÎÏ, ÐÉÓÁÔØ f(a).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4 (ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ O(œ(a)) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ(f(a)) = f(œ(a)).

ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 4.14, ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4^′. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl^{œ(a)}_h : O(œ(a)) → A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ fl^{œ(a)}_h (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÄÁÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏ fl) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ. ðÕÓÔØ f ∈ O(œ(a)) ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ; ÔÏÇÄÁ f(˘) = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ˘ ∈ œ(a). éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f = (t − ˘)g ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ O(œ(a)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, fl(f) = (a − ˘1)fl(g). îÏ a − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ É fl(f) ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2.3).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÜÌÅÍÅÎÔ exp(a) ÏÂÒÁÔÉÍ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÄÌÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.18. ðÕÓÔØ T ∈ B(E) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ_p(f(T )) = f(œ_p(T )), ÅÓÌÉ

1) f ∈ C[t];

2) f ∈ R(M) (ÇÄÅ M ⊃ œ(T ));

3) f ∈ O(U) (ÇÄÅ U ⊃ œ(T ) | ÏÂÌÁÓÔØ);

4) f ∈ O(U) (ÇÄÅ U ⊃ œ(T ) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ œ_c(T ), œ_r(T ), œ_{ap}(T ), œ_{su}(T ), œ_{com}(T ).

œÏÔ ÅÝÅ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.19 (ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔØ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). ðÕÓÔØ ’: A → B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, É ÐÕÓÔØ a ∈ A. ôÏÇÄÁ ’(f(a)) = f(’(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ O(œ(a)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.20 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ). ðÕÓÔØ a ∈ A, f ∈ ∈ O(œ(a)) É g ∈ O(œ(f(a))). ôÏÇÄÁ g(f(a)) = (g ∘ f)(a).

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.21. ðÕÓÔØ œ(a) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÌÕÞÏÍ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ

1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b ∈ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ b^n = a; 2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b ∈ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ exp(b) = a.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÐÅËÔÒ ÌÀÂÏÊ n × n-ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÎÅÞÅÎ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.2. åÓÌÉ a ∈ M_n(C) | ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ a = = exp(b) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ b ∈ M_n(C). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp: M_n(C) → Inv(M_n(C)) | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.22. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ B(E)? C[a; b]? C(T)? ‘^∞? L^∞(X; ¯)?

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ ÜËÓÐÏ- ÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ exp: A → Inv(A), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Inv_0(A) ÓŒÑÚÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÅÄÉÎÉÃÙ ÇÒÕÐÐÙ Inv(A) É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ exp(A) ⊂ ⊂ Inv_0(A) ŒŒÉÄÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.23. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. 1) Inv_0(A) | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ Inv(A). 2) exp(A) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Inv_0(A) ËÁË ÇÒÕÐÐÕ. 3) Inv_0(A) = exp(A), ÅÓÌÉ A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.24^∗. (äÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ). ðÕÓÔØ A=C(˙) | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ ˙. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ- ÇÒÕÐÐÁ Inv(A)= exp(A) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^1(˙; Z).

4.3. ï ÎÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÈ

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÁÌÇÅ- ÂÒÅ B(E) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_p : C[t] → B(E) ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ T ∈ B(E) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ fl_r : R(œ(T )) → B(E), Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ | ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ fl_h : O(œ(T )) → B(E). åÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ËÁËÕÀ- ÎÉÂÕÄØ Â«ÏÌØÛÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ (ÉÌÉ ÒÏÓÔËÏŒ ÆÕÎË- ÃÉÊ) ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ:

C[t] �

fl_p � � � � � � R(œ(T )) �

fl_r �

O(œ(T ))

fl_h � � � � � A

? � � � � � � � � � � �

B(E)

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ A ÂÙÌÁ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ. üÔÏ ÐÏ- ÚŒÏÌÉÌÏ ÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ ĂÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÔÁËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.25. (\îÁÕÞÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÓËÏÅ"). îÁ ËÁËÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ?

1) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ ∈ B(‘^p); 2) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_f ∈ B(L^p(X; ¯)); 3) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ T_b ∈ B(‘^2(Z)).

ðÏÖÁÌÕÊ, ĂÓÁÍÁÑ ÍÁÌÅÎØËÁÑĄ ÉÚ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈĄ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÁÑ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ C^∞(U). îÁ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. üÔÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÌÕÎÏÒÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ (ÍÕÌØ- ÔÉÉÎÄÅËÓÁ) ff = (ff_1; : : : ; ff_n) ∈ Z^n_+ ÐÏÌÏÖÉÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, |ff| = ff_1 + : : :

: : : + ff_n É D^ff =

@^{|ff|} @x^{ff1}_1 : : : @x^{ffn}_n

. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂ U É ÍÕÌØÔÉ-

ÉÎÄÅËÓÁ ff ∈ Z^n_+ ŒŒÅÄÅÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÕ ‖ · ‖_{K;ff} ÎÁ C^∞(U), ÐÏÌÁÇÁÑ ‖f‖_{K;ff} = = sup_{x∈K} |D^fff(x)|. óÉÓÔÅÍÁ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÎÏÒÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ C^∞(U) Œ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ- ŒÏ (ÐÏÞÅÍÕ?).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.26. 1) C^∞(U) | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

2) åÓÌÉ U ⊂ C, ÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ O(U) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÕÎÁÓÌÅÄÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ C^∞(U).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ þ. æÏÊÑÛÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.10. ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(E) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl : C^∞(C) → B(E) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl(t) = T (ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, t(z) = z | ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑĄ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.5. òÁÚ ÕÖ ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÔØ É ĂÐÒÏÓÔÏĄ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ. îÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÎÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, É ÉÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.27. ðÕÓÔØ T ∈ B(E) | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ?

ðÒÉÑÔÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ĂÌÏËÁÌÉÚÏŒÁÔØĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.28. ðÕÓÔØ T ∈ B(E) | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ C = U ∪ V ÄŒÕÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ U; V ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ T -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ F; G ⊂ E ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ œ(T |_F ) ⊂ U; œ(T |_G) ⊂ V É F + G = E. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍ ÜÔÏÍÕ ÐÏËÒÙÔÉÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.6. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ (ÐÏ æÏÊÑÛÕ).

œÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.29. ìÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ.

äÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ C^∞(T) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T ⊂ C. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÅ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÕÎÏÒÍ ‖f‖_n = sup_{t∈R} | | d^n dt^n f(e it) | | (n ∈ Z_+). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÑ C^∞(C) → C^∞(T); f → f|_T ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.30. ðÕÓÔØ T ∈ B(E) | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ fl : C^∞(T) → B(E), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl(t) = T . ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, T | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(T) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t.

á ŒÏÔ É ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.31^∗. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÁŒÏÇÏ É ÌÅŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ Œ ‘^2 ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÍ. [30]. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁË ÓÁÍ ÔÅÒÍÉÎ ĂÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ, ÔÁË É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÙÊ Œ [30] ÐÏÄÈÏÄ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ (ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ Œ ÜÔÉÈ ÌÅË- ÃÉÑÈ) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÍ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, Œ ÌÉÔÅÒÁÔÕ- ÒÅ ÐÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÐÅÒŒÉÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á ÎÅ ÓÉ-

ÓÔÅÍÁ ÐÏÌÕÎÏÒÍ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÜÔÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÔÉÍ É ÔÅÒÍÉÎ ĂÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÅÖÅ, ÞÅÍ ÔÅÒÍÉÎ ĂÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2). âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ Œ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ õ. òÕÄÉÎÁ [26], ò. üÄŒÁÒÄÓÁ [32] É ÄŒÕÈ òÏÂÅÒÔÓÏÎÏŒ [25].

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ [29]; ÓÍ. ÔÁËÖÅ [26]. áÌÇÅÂÒÁ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ Õ á. çÉÛÁÒÄÅ [39]. ðÒÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ É ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ Œ [43]; ËÏÅ-ÞÔÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÅÓÔØ Œ ÔÒÅÔØÅÍ ÔÏÍÅ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ î. äÁÎÆÏÒÄÁ É äÖ. ûŒÁÒÃÁ [11].

5. ðòåïâòáúïœáîéå çåìøæáîäá

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÄÁÅÔÓÑ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÂÏÌØÛÅ- ÇÏ É ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÎÉÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ, ÎÏ É ÇÌÁÄËÉÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ, Á ÉÎÏÇÄÁ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÍ. ÕÐÒ. 4.25). œ ÂÌÉÖÁÊÛÅÍ ÂÕÄÕÝÅÍ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ŒÁÖÎÙÍÉ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÎÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓ- ÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ĂÈÏÒÏÛÉÈĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÏÔŒ- ÌÅÞØÓÑ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÐÏÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ ÎÉÖÅ | ÜÔÏ ÎÅ- ËÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ĂÐÒÅŒÒÁÔÉÔØĄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÁÌ- ÇÅÂÒÕ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ.

5.1. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ É ÈÁÒÁËÔÅÒÙ

ðÕÓÔØ A | (ÐÏËÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ) ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ìÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ (Ô.Å. I ≠ A) É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÌÅŒÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ìÀÂÏÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ I. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÞÁÓÔÉÞÎÏ) ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ: J_1 ≺ J_2, ÅÓÌÉ J_1 ⊂ J_2. ìÅÇËÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ C ⊂ M | ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; ÔÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ, J = ⋃ {K : K ∈ C} | ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ A. ðÏÓËÏÌØËÕ 1 =∈ K ÄÌÑ ŒÓÅÈ K ∈ C, ÔÏ É 1 =∈ J, Á, ÚÎÁÞÉÔ, J | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, J | ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÄÌÑ C. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÙ, É Œ M ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ I.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.1. äÌÑ ÎÅÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ŒÏ- ÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ). óÉÔÕÁÃÉÀ

ÕÄÁÅÔÓÑ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ŒÓÅ, Á ÔÏÌØËÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁ- ÅÍÙÅ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. îÁÍ ÖÅ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ŒÐÏÌÎÅ ÈŒÁÔÉÔ É ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏ- ÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ A ÚÁÍËÎÕÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ I ⊂ A | ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ É ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ I | ÔÏÖÅ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ É I ≠ I, ÔÏ I = A. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ I ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÙÍ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ Œ A, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Inv(A) ŒÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1). ïÔÓÀÄÁ I = A. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. œÅÒÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ O(U)? C^∞(U)? O(K)?

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÓÅ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÙÛÅ, ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÁŒÙÅ ÉÄÅ- ÁÌÙ É ÎÁ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÉÄÅÁÌÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ⇐⇒ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=I | ÐÏÌÅ.

îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ É ÄÏ ËÏÎÃÁ ÇÌÁŒÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ëÁÖÄÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ (ÄÁÌÅÅ | ÐÒÏÓÔÏ ÓÐÅË- ÔÒÏÍ) A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙(A) ŒÓÅÈ ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X (A) ŒÓÅÈ ÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ.

íÅÖÄÕ ˙(A) É X (A) ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÅÓÎÁÑ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ κ : X (A) → ˙(A); Ø → Ker Ø.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ κ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

þÁÓÔÏ κ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ A = C[t] | ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ C ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ĂŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊĄ ÈÁÒÁËÔÅÒ ffi_z ∈ X (A); ffi_z(f) = = f(z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi : C → X (A) É ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ κ | ÂÉÅËÃÉÉ.

œÐÒÏÞÅÍ, ĂÞÁÓÔÏĄ | ÜÔÏ ÅÝÅ ÎÅ ĂŒÓÅÇÄÁĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. 1) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÕÎÉÔÁÌØ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ κ | ÎÅ ÂÉÅËÃÉÑ.

5.1. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ É ÈÁÒÁËÔÅÒÙ 67

2) ïÐÉÛÉÔÅ X (A); ˙(A) É κ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ C(t); C[[t]]; R(M); C^∞(T) É C[t]=(t^2).

3)^∗ óÄÅÌÁÊÔÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ O(K). 4) ïÐÉÛÉÔÅ X (A) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ O(U) É C^∞(U).

á ÔÅÐÅÒØ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅ ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (ÉÌÉ ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÈ ÎÅÎÏÒÍÉÒÕÅÍÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ) ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÂÁ- ÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ κ : X (A) → ˙(A); Ø → Ker Ø | ÂÉÅËÃÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ I ∈ ˙(A) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. œŒÉ- ÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.2, ÏÎ ÚÁÍËÎÕÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ A=I | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÏÌÅ (ÓÍ. ÕÐÒ. 5.2). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ{íÁÚÕÒÁ, A=I ∼= C. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÁË- ÔÏÒÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A → A=I É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A=I → C | ÜÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø ∈ X (A), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ker Ø = I. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, κ | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 5.3.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ Ø(a) ≠ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ø ∈ X (A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (=⇒): ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

(⇐=): ÅÓÌÉ a ∈ A ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Aa, ÂÕÄÕÞÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ I, Á ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ.

á ÔÅÐÅÒØ, ËÁË É ÂÙÌÏ ÏÂÅÝÁÎÏ, ÉÚÇÏÔÏŒÉÍ ÉÚ A ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ^a: X (A) → C, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ^a(x) = x(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X (A).

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → → C^{X (A)}; a → ^a | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ `_A : A → C^{X (A)}; `_A(a) = ^a ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.2. Ker `_A = ⋂ {Ker Ø : Ø ∈ X (A)}.

éÔÁË, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ Im `_A ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X (A). üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÒÁÚÎÏŒÉÄÎÏÓÔÉ, ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÞÒÅÚ- ŒÙÞÁÊÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÊ, É ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÎÏ É Œ ÄÒÕÇÉÈ

ÎÁÕËÁÈ. åÓÌÉ ĂÚÁÂÙÔØĄ ÐÒÏ ÑÄÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ, ÔÏ ÍÏÖ- ÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ (ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÙÊ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÙÊ): ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÈ ĂÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈĄ. üÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏÓÔØ, ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ X (A) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÏÌØ- ÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÐÏÎÑÔÉÑ ĂÆÕÎË- ÃÉÑĄ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍ á. çÒÏÔÅÎÄÉËÁ.

òÁÚŒÉÔÉÅ É ÏÓÍÙÓÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÉÄÅÊ ÐÒÉŒÅÌÏ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÎÏŒÏÊ ÉÄÅÏ- ÌÏÇÉÉ | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. œ ÛÉÒÏËÏÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ ÎÅËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Á, ÓËÏÒÅÅ, ÔÏÞ- ËÁ ÚÒÅÎÉÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ) ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÌÉ ËÏÌØÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ĂËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈĄ(ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅÔ). ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÁÌÇÅÂÒÙ É ËÁËÉÅ ÉÈ ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅĄ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÃÅÌÁÑ ÓÅÒÉÑ ÎÁÕË | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ. . . œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ë ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ K-ÔÅÏÒÉÀ É ÔÅÏÒÉÀ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. íÙ ÅÝÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ C[t], C[[t]], R(M), O(U), C^∞(U), O(K) É C[t]=(t^2).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X (A) É ˙(A) | ÜÔÏ ĂŒÓÅÇÏ ÌÉÛØĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒŒÅÓÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X (A) (ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ˙(A); ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3) ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØ- ÆÁÎÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ A ÂÕÄÕÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ŒÅÒÎÅÍÓÑ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ Ë ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ.

5.2. óÌÁÂÁÑ É ÓÌÁÂÁÑ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ

ðÕÓÔØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ∈ E^∗ ŒŒÅÄÅÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÕ ‖ · ‖_f ÎÁ E, ÐÏÌÁÇÁÑ ‖x‖_f = |f(x)| ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ E.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_f : f ∈ E^∗}, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ œ(E; E^∗).

5.2. óÌÁÂÁÑ É ÓÌÁÂÁÑ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ 69

á ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ: ŒÏÚØÍÅÍ ŒÅËÔÏÒ x ∈ E É ŒŒÅÄÅÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÕ ‖ · ‖_x ÎÁ E^∗ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ‖f‖_x = |f(x)| ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ∈ E^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E^∗, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_x : x ∈ E}, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ E^∗ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ œ(E^∗; E).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.3. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ⊂ E ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ x ∈ E Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(E; E^∗) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x_n) → f(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ E^∗ (ÓÍ. ÕÐÒ. 4.3). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ- ŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ {x_n} ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n} ⊂ E^∗ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ f ∈ E^∗ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(E^∗; E) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f_n(x) → f(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ E.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ôÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(E; E^∗) É œ(E^∗; E) ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÓÌÁÂÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. 1) óÌÁÂÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ œ(E; E^∗) ÎÅ ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E, É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÊ ÐÒÉ dim E ¡ ∞.

2) óÌÁÂÁÑ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ œ(E^∗; E) ÎÅ ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E^∗, ÚÁ- ÄÁŒÁÅÍÁÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖ = sup_{‖x‖⩽1} |f(x)|, É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÊ ÐÒÉ dim E ¡ ∞.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. ôÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(E; E^∗) É œ(E^∗; E) ÎÅÎÏÒÍÉÒÕÅÍÙ, ÅÓÌÉ E ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ œ(E; E^∗) ÓÔÒÏÇÏ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E, Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ œ(E^∗; E) ÓÔÒÏÇÏ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E^∗, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖ = sup_{‖x‖⩽1} |f(x)|.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. 1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: X → (E; œ(E; E^∗)) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ∈ E^∗ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∘ ’: X → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

2) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: X → (E^∗; œ(E^∗; E)) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ E ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → C; x → ’(x)(y) ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.4. (îÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÅ). ðÏÌÅÚÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ó ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 4.15: ÔÁÍ ÉÍÅÌÁ ÍÅÓÔÏ ĂÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÁÑĄ ÓÉÔÕÁÃÉÑ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÌÁÂÁÑ É ÓÌÁÂÁÑ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ

ÎÁ O(K) | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [25].

éÔÁË, ÓÌÁÂÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ E, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ E, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. ïËÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ, ÉÈ ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.11. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : E → C ÎÅÐÒÅÒÙ- ŒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ( E; œ(E; E^∗)

)_∗ = E^∗.

ôÁË ÞÔÏ ÓÌÁÂÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÈÏÔØ É ÓÌÁÂÅÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ, ÎÏ ĂÎÅ ÎÁÍÎÏÇÏĄ. œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÑŒÌÅÎÉÑ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F ⊂ E ÚÁÍËÎÕÔÏ ⇐⇒ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÓÌÁÂÕÀ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ? þÔÏÂÙ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ, ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 5.1. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i_E : E → E^{∗∗} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

i_E (x) = F_x; ÇÄÅ F_x(f) = f(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ E^∗:

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ (Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ E É E^{∗∗}), ÔÏ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ-ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. 1) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ‘^p É L^p(X; ¯) ÒÅÆÌÅËÓÉŒ- ÎÙ ÐÒÉ 1 ¡ p ¡ ∞. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, 2) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ c_0; ‘^1; ‘^∞; C[a; b]; L^1[a; b]; L^∞[a; b] ÎÅÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ E^∗, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.13. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F : E^∗ → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ⇐⇒ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ F_x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ) x ∈ E. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ( E^∗; œ(E^∗; E)

)_∗ = Im i_E .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) E ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ.

2) ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F : E^∗ → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ⇐⇒ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

5.3. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ 71

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.14. E ÎÅÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ ⇐⇒ Œ E^∗ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÅ ÐÏ ÎÏÒÍÅ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÁÂÏ^∗ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œÏÔ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ðÕÓÔØ T ∈ B(E; F ) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. îÁÐÏ- ÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ \T ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ" É \T^∗ ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ" ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÓÍ. ÕÐÒ. 3.9). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.15. T ∈ B(E; F ) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ Im T^∗ ÓÌÁÂÏ^∗ ÐÌÏ- ÔÅÎ Œ E^∗.

ðÏÖÁÌÕÊ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÄÌÑ ÎÁÓ ŒÁÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1 (âÁÎÁÈ{áÌÁÏÇÌÕ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ E ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U_E∗ = = {f ∈ E^∗ : ‖f‖ � 1} ËÏÍÐÁËÔÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (îÁÂÒÏÓÏË). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D^{U E} , ÓÏÓÔÏ- ÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ U_E = {x ∈ E : ‖x‖ � 1} Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÄÉÓË D ⊂ C. üÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ | ËÏÍÐÁËÔ Œ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U_E∗ → D^{U E} , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ U_E . îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÏÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSS- ÅËÔÉŒÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÂÒÁÚ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, U_E∗ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÍ- ÐÁËÔÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.5. äÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅËÏÍÐÁËÔÅÎ Œ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.3. úÁÍËÎÕÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ U_E∗ ÚÁÍËÎÕÔ É Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.16. úÁÍËÎÕÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ U_E ⊂ E ËÏÍÐÁËÔÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(E; E^∗) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E ÒÅÆÌÅËÓÉŒ- ÎÏ. 5.3. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ÕÎÉÔÁÌØ- ÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ-

ÎÉÅ 5.3), ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ) ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ X (A) É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ˙(A), ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÕ ÅÇÏ ÑÄÒÏ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ X (A) É ˙(A).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.7. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(A^∗; A) ÎÁ X (A) ⊂ A^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ X (A) = ˙(A).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. ˙(A) | ËÏÍÐÁËÔ Œ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ X (A) ⊂ U_A∗ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2). œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ{áÌÁÏÇÌÕ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÓÔØ X (A) Œ U_A∗ . œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ X (A) (ÇÄÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ | ÈÁÒÁË- ÔÅÒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ a; b ∈ A É ” ¿ 0 É ÐÏÄÂÅÒÅÍ Ø ∈ X (A) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÌÅÖÁÌ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_{a;b;ab}(f; ”) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f. îÁ- ÐÏÍÎÉÍ: ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f É Ø ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a, b É ab ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ”. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

|f(ab) − f(a)f(b)| � |f(ab) − Ø(ab)| + |Ø(a)Ø(b) − Ø(a)f(b)| + + |Ø(a)f(b) − f(a)f(b)| ¡ ” + ‖a‖” + ‖b‖”:

œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ” ¿ 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ f(ab) = f(a)f(b), Ô.Å. f | ÈÁ- ÒÁËÔÅÒ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ≠ 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÂÅÒÅÍ Ø^′ ∈ X (A) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ |Ø^′(1) − f(1)| ¡ 1=2. ðÏÓËÏÌØËÕ Ø^′(1) = 1, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(1) ≠ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ X (A).

éÔÁË, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ˙(A) ŒŒÅÄÅÎÁ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 5.3 É 5.4) ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÎÅÊ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

1) ^a ∈ C(˙(A)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A;

2) `_A : A → C(˙(A)) | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÏÒÍÙ 1; 3) ‖^a‖ = r(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A;

4) œ_A(a) = ^a(˙) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A (Ô.Å. `_A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒ); 5) Ker `_A = ⋂ {I : I ∈ ˙(A)} = {a ∈ A : œ(a) = 0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ^a ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ X (A) ⊂ A^∗ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ F_a = i_A(a) ∈ A^{∗∗}, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÓÍ. ÕÐÒ. 5.13).

4) åÓÌÉ a ∈ A ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ^a(Ø) = Ø(a) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ø ∈ X (A) (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.1), ÔÁË ÞÔÏ ^a | ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ C(˙(A)). ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, `_A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒ.

3) CÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ 4) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ sup-ÎÏÒÍÙ ÎÁ C(˙(A)).

2) éÚ 3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖^a‖ = r(a) � ‖a‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A. 5) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 3), ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 5.2 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.3.

ñÄÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ Ð.5) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ, ÎÏÓÉÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. åÅ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ RadA= ⋂ {I:I∈˙(A)}.

áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ Rad A = {0}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.6. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ (ÎÅÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ) ËÏÌÅÃ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [16].

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÕÀ ÐÏ- ÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÕÎÉÔÁÌØÎÕÀ ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÁÌÇÅ- ÂÒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ | ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÓÐÅËÔÒÅ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂ ĂÁŒÔÏÍÁ- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉĄ (ÓÒ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.17. ðÕÓÔØ A É B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÒÉÞÅÍ B ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ A Œ B ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

5.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ: ÐÒÉÍÅÒÙ

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÐÅËÔÒ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎ- ÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈĄ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÁÞÎÅÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÙ C(X) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ X. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ŒÎÁ- ÞÁÌÅ ÏÄÉÎ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÆÁËÔ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏĄ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.3. ðÕÓÔØ X | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒ ËÏÍÐÁËÔ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ X; x ≠ y ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C(X) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) ≠ f(y).

äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ; ÏÔÍÅÔÉÍ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ÏÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ z → æ(x; z).

óŒÏÊÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒÙ C(X), ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.3, ÏÂÙÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÕÀÔ ÔÁË: ÁÌÇÅÂÒÁ C(X) ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ X | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒ ËÏÍÐÁËÔ, A = C(X) | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ffi_X : X → ˙(A); x → ffi_{X;x}; ffi_{X;x}(f) = f(x)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ffi_X | ÜÔÏ ÐÅÒÅ- ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.3. óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÌÀÞÅŒÏÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 5.1 (ĂÏ ÎÕÌÑÈĄ). ðÕÓÔØ I ⊂ C(X) | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ f_x ∈ I ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_x(x) ≠ 0. œŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f_x, ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_x ∋ x, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_x(y) ≠ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ U_x. ðÏÌØÚÕÑÓØ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ X, ÐÏÄÂÅÒÅÍ x_1; : : : ; x_n ∈ X ÔÁË, ÞÔÏÂÙ U_{x1} ∪ : : : ∪ U_{xn} = X, É ÐÏÌÏÖÉÍ f =

∑_n i=1 |f_{xi} |^2 =

∑_n i=1 —f_{xi} f_{xi} . ôÏÇÄÁ f ∈ I É f(x) ≠ 0 ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ I ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ Ker ffi_{X;x} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ X, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó Ker ffi_{X;x} ŒŒÉÄÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ffi_X | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ffi_X ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 5.10. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → C; x → ffi_X (x)(f) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

éÔÁË, ffi_X | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ X É ˙(A). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ffi_X | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.7. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÈÏÄÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.5 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 5.4. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ X ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó X. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.5 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÏÌÖÎÁ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ÔÏÞËÉ X, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ÎÅÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÁÎÁÌÏÇ ĂÌÅÍÍÙ Ï ÎÕÌÑÈĄ. ëÓÔÁÔÉ, ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ É ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ C[t_1; : : : ; t_n]

ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÓÌÁ- ÂÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ (Nullstellensatz). ó ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ (ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÍÅÔÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ C(X) ÉÌÉ C[t]) ÍÏÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ËÎÉÖËÅ [24].

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÁÌÇÅÂÒÙ C(X). ïËÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ, ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ X É ˙(C(X)) ÏÎÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ X É Y | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ’: X → → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’^• : C(Y ) → C(X); ’^•(f) = f ∘ ’ (f ∈ C(Y )):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ’^• | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÏÒÍÙ 1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’^• ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ’.

œÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6. 1) åÓÌÉ ’: X → Y É : Y → Z | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ (’)^• = ’^•^•.

2) (1_X )^• = 1_{C(X)}.

3) åÓÌÉ ’ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ’^• | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÁÌÇÅÂÒÙ C(X):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A = C(X) | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ `_A : A → C(˙(A)) | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ, É ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ffi^•_X .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

A^{�A}−−→ C(˙(A))^{ffi•X}−−→ C(X) (5.1)

| ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A = C(X) Œ ÓÅÂÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

[ffi^•_X `_A(f)](x) = `_A(f)(ffi_{X;x}) = ffi_{X;x}(f) = f(x)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C(X); x ∈ X. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ffi^•_X `_A = 1_A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ffi_X | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5), ÐÏÜÔÏÍÕ ffi^•_X | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ `_A | ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, É `_A = (ffi^•_X )^{−1}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.8. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÜÔÏ ËÁËÁÑ- ÌÉÂÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ A = C(X), ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ, ÞÅÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ffi^•_X `_A | ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ A Œ C(X). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ffi_X | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ X ÎÁ ˙(A) (Á Œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÔÁË), ÔÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ `_A ÁÌÇÅÂÒÙ A | ÜÔÏ ÓÁÍÁ A.

éÔÁË, Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ C(X) ŒÓÅ ÑÓÎÏ. þÔÏÂÙ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÐÅËÔÒ É ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÙ- ÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÁ ÓÐÅËÔÒÁ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÐÅËÔÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.18. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏ- ŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ (ËÁË ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ) ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ A (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; a; a^2; : : :}). ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ^a : ˙(A) → C ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó œ(a), É ^a ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˙(A) ÎÁ œ(a).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.19. ïÐÉÛÉÔÅ ÓÐÅËÔÒ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÁÌÇÅÂÒ C^n[a; b] É A (D).

éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, Ó ÏÂÌÁ- ÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.8). îÏ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ĂÐÏÄÐÒÁŒÉÔØĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.20. ðÕÓÔØ K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ^K | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ K É ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÐÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ P(K) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.12) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ^K.

õËÁÚÁÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁ- ÌÉÚÁ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ (ÌÅÍÍÁ 3.1).

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ. á ÉÎÏÇÄÁ ÅÅ ÂÙŒÁÅÔ ÎÕÖÎÏ ĂÓËÌÅÉÔØĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.21. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ 2ß- ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ sup-ÎÏÒÍÏÊ. ïÐÉÛÉÔÅ ˙(A).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.9. œ §2.2 ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÎÁ- ÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÓÐÅËÔÒ ÆÕÎËÃÉÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ĂÐÏÄÐÒÁŒÌÅÎÎÏÊĄ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ: ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÆÕÎËÃÉÉ a ∈ A ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ^a ÎÁ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÏÍ ÓÐÅËÔÒÅ ˙(A) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 5.2, Ð.4).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.10. óÐÅËÔÒÙ ÁÌÇÅÂÒ ŒÉÄÁ L^∞(X; ¯) | ÜÔÏ, ËÁË ÐÒÁ- ŒÉÌÏ, ÎÅÞÔÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÏÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ‘^∞ (ËÏ- ÔÏÒÙÊ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÓÔÏÕÎ-ÞÅÈÏŒÓËÏÊ ËÏÍÐÁËÔÉ- ÆÉËÁÃÉÅÊ fiN ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ | ÅÇÏ ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.22. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏ- ŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, U ⊂ C | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ œ(a) É f ∈ O(U) | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ^f(a) = f ∘ ^a.

5.5. ëÁÔÅÇÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ

õ ÐÏÎÑÔÉÊ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÁ ÓÐÅËÔÒÁ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÏÎÉ ÎÏÓÑÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÈÁÒÁË- ÔÅÒ (ÐÒÉÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÖÉÔÅÊÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÏ É Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ). äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈĄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÑŒÌÅÎÉÑÈ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÙÊ ÑÚÙË | ÑÚÙË ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

òÅËÌÁÍÁ. ðÏÎÑÔÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÏÓÑÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÂÝÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÒÁÚÒÑÄÕ ÐÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÓÅÒÉÉ ĂüÔÏ ÄÏÌÖÅÎ ÚÎÁÔØ ËÁÖÄÙÊĄ (ÍÁÔÅÍÁÔÉË). ïÎÉ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ËÁË ÅÄÉÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, Á ÎÅ ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁÕË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C , ÅÓÌÉ:

1) úÁÄÁÎ ËÌÁÓÓ Ob C (ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ C );

2) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y ∈ Ob C ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ h_C (X; Y ) (ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÚ X Œ Y ). œÍÅÓÔÏ ’ ∈ h_C (X; Y ) ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ ’: X → Y ÉÌÉ X^’−→ Y ;

3) äÌÑ ËÁÖÄÙÈ X; Y; Z ∈ Ob C ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

h_C (Y; Z) × h_C (X; Y ) → h_C (X; Z):

ïÂÒÁÚ ÐÁÒÙ (; ’) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∘ ’ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ É ’.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÚÁËÏÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÂÌÁÄÁÌ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(i) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ X^’−→ Y , Y−→ Z É Z^Ø−→ W ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ (Ø ∘ ) ∘ ’ = Ø ∘ ( ∘ ’);

(ii) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ 1_X (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÌÏ- ËÁÌØÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ’: X → Y É : Y → X ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ’ ∘ 1_X = ’ É 1_X ∘ = .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.10. íÏÒÆÉÚÍ : Y → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ’: X → Y (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’^{−1}), ÅÓÌÉ ∘ ’ = 1_X É ’ ∘ = 1_Y . íÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÎÙÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.11. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ B, ÅÓÌÉ Ob A ⊂ Ob B, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X; Y ∈ Ob A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ h_A (X; Y ) ⊂ h_B(X; Y ), É ÚÁËÏÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (Á ÔÁËÖÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÅÄÉÎÉ- ÃÙ) Œ A | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Œ B. åÓÌÉ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, h_A (X; Y ) = h_B(X; Y ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X; Y ∈ Ob A , ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 5.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Set. åÅ ÏÂSSÅËÔÙ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ | ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. éÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ Œ Set | ÜÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

íÎÏÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ĂÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÒÕÔÓÑ ÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ.

ðÒÉÍÅÒ 5.2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ G r: ÏÂSSÅËÔÙ | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÇÒÕÐ- ÐÙ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÑÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ: ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ, ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. . . (ÓÐÉÓÏË ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÓÁÍÉ).

œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ | ÓŒÏÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ:

ðÒÉÍÅÒ 5.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ T op: ÏÂSSÅËÔÙ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ŒÁÖÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÅÅ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Comp, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÁË Œ T op, ÔÁË É Œ Comp | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 5.4. ïÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁ- ÌÉÚÁ | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ban, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ (=ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ) ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Ban | ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Ô.Å. ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ (ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁ- ÈÁ, ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ).

ðÒÉÍÅÒ 5.5. îÁÒÑÄÕ Ó Ban, ÕÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÅ (ÎÅ- ÐÏÌÎÕÀ) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ban_1, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ Ban, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÖÁÔÉÑ, Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÎÏÒÍÁ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Ban_1 | ÜÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Ô.Å. ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÎÏÒ- ÍÕ. ðÒÉÍÅÒ 5.6. âÁÎÁÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ÞÅÒÅÚ BA . åÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏ- ÒÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ CBA .

ðÒÉÍÅÒ 5.7. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ĂÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ. ðÕÓÔØ C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÑ. üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ Ob(C ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → X. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ End(C ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÅ ÏÂSSÅËÔÙ | ÜÔÏ ÐÁÒÙ (X; ’), ÇÄÅ X ∈ Ob(C ) É ’ ∈ h_C (X; X), Á ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ (X; ’) Œ (Y; ) | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ u: X → Y Œ C , ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X^’ � u � X u � Y � Y

(5.2)

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (5.2) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ Œ End(C ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ u | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ’ É ÐÏÄÏÂÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ C = Ban ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Á ÄÌÑ C = Ban_1 | ÉÈ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ 3.2).

ðÒÉÍÅÒ 5.8. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÅÅ ÄÕÁÌØÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C^∘ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: Ob C^∘ = Ob C É h_C ∘ (X; Y ) = h_C (Y; X). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ C^∘ | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ C , ŒÚÑÔÙÈ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

œ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑĄ. üÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÅÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÅ- ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ, ÎÏ É ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.12. ðÕÓÔØ C É D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : C → D, ÅÓÌÉ:

1) ëÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ X ∈ Ob(C ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ÏÂSSÅËÔ F (X) ∈ Ob(D);

2) äÌÑ ËÁÖÄÙÈ X; Y ∈ Ob(C ) ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : h_C (X; Y ) → → h_D (F (X); F (Y )), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

(i) F (’ ∘ ) = F (’) ∘ F () ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ : X → Y É ’: Y → Z;

(ii) F (1_X ) = 1_{F (X)} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X.

éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ĂÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ F (’) ÓÍÏ- ÔÒÉÔ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.13. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ D | ÜÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ÄÕÁÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C^∘ Œ D.

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ Œ Ð. 2) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ ÔÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_C (X; Y ) → h_D (F (Y ); F (X)), Á ÕÓÌÏŒÉÅ (i) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ F (’ ∘ ) = F () ∘ F (’).

œÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.8. åÓÌÉ F : C → D | ÆÕÎËÔÏÒ (ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÉÌÉ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ), Á ’ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C , ÔÏ F (’) | ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ Œ D.

æÕÎËÔÏÒÙ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ. äÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÏÂÌÁ- ÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ) ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓŒÏÄÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. üÔÏ ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ- ÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÕÞÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÝÉÈ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ Ë ËÎÉÇÅ [22].

éÚ-ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ŒÒÅÍÅÎÉ É ÍÅÓÔÁ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ Œ

ËÏÎÃÅ ÇÌÁŒÙ). ðÒÉŒÅÄÅÍ ÌÉÛØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÎÁÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

ðÒÉÍÅÒ 5.9. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ∗: Ban → → Ban ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ E ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÅ E^∗, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T : E → F | ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^∗ : F^∗ → E^∗. üÔÏÔ ÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ Ban_1 Œ Ban_1.

á ÔÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ ÄŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ Ë ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ. ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÌÓÑ ÎÁÍ Œ §5.4.

ðÒÉÍÅÒ 5.10. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ C : Comp → CBA ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ X ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ C(X), Á ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’: X → Y | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’^• : C(Y ) → C(X); f → f ∘ ’ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6).

ðÒÉÍÅÒ 5.11. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÐÅËÔÒÁ ˙: CBA → → Comp ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏ- ŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÅÅ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒ ÓÐÅËÔÒ ˙(A), Á ËÁÖÄÏÍÕ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ : A → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ˙(): ˙(B) → ˙(A), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø ∈ ˙(B) Œ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø ∘ ∈ ˙(A). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ˙() | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ^∗ : B^∗ → A^∗ ÎÁ ˙(B).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.23. ëÁË ˙() ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ?

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ C É ˙, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÏ ŒÓÔÒÅÞÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5), ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÅÊÓÔŒÏ- ŒÁÔØ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÍÐÁËÔ X ÆÕÎËÔÏÒÏÍ C, Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ˙, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÉÓÈÏÄÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔ X. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÂÏÌØÛÅ: ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ X ∼= ˙(C(X)), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ X, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. þÔÏ- ÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ŒŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ðÕÓÔØ C , D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É F; G: C → D | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎË- ÔÏÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.14. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (ÉÌÉ, ÐÏ-ÄÒÕ- ÇÏÍÕ, ÆÕÎËÔÏÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ) ff : F → G | ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ff_X : F (X) → G(X) Œ D, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob(C ), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’: X → Y Œ C ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X)^{F (’)} �

ff_X � F (Y )

ff_Y � G(X)^{G(’)} � G(Y )

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

åÓÌÉ ff_X | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ∈ Ob(C ), ÔÏ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).

ðÒÉÍÅÒ 5.12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÉÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ban ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ 1_{Ban} É ÆÕÎËÔÏÒ ĂÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑĄ ∗∗: Ban → Ban, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 5.9) Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏ- ÖÅÎÉÅ i_E : E → E^{∗∗}. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ { i_E : E → E^{∗∗} : E ∈ Ob(Ban) } | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ 1_{Ban} → ∗∗. åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ RBan, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ĂÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑĄ. (üÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÅÇÏ ŒÔÏÒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÙÞ- ÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÀÔ Œ ËÕÒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍĄ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.11. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÑÚÙË ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÂÙÌ ÐÒÉÄÕÍÁÎ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÉ- ÓÌÅÎÎÙÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ĂÞÔÏ-ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÞÅÍÕ-ÔÏĄ. œÓÅ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ (ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÆÕÎËÔÏÒ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. . . ) ŒŒÅÌÉ ó. üÊÌÅÎÂÅÒÇ É ó. íÁËÌÅÊÎ Œ 1945 Ç. (ÓÍ. [38]).

á ÔÅÐÅÒØ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÆÕÎËÔÏÒÁÍ C É ˙.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.24. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ { ffi_X : X → ˙(C(X)) : X ∈ Ob(Comp) } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ 1_{Comp} É ÆÕÎËÔÏÒÁ ˙ ∘ C : Comp → Comp.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.25. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ { `_A : A → C(˙(A)) : A ∈ Ob(CBA ) } | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÁ 1_{CBA} Œ ÆÕÎËÔÏÒ C ∘ ˙: CBA → CBA .

íÏÖÎÏ ÐÏÊÔÉ ÅÝÅ ÄÁÌØÛÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.26^∗. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ A ∈ Ob(CBA ) É ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ ∈ Ob(Comp) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ h_{Comp}(X; ˙(A)) ∼= h_{CBA} (A; C(X)). üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁ ÐÏ A É X (ÐÒÉÄÁÊÔÅ ÓÔÒÏÇÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÒÁÚÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.12. óŒÏÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ˙ É C, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

âÁÚÏŒÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ É ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÇÌÁŒÅ 2). íÙ ÓÌÅÄÏŒÁÌÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ËÎÉÇÅ [29]; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÔÕÄÁ ŒÚÑÔÁ ËÁÔÅÇÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 5.3 ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÎÉÇÅ äÖ. ëÅÌÌÉ [13]. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÓÍ. [4, 39, 21] É Œ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ [5].

îÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÌÎÏÅ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÏ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ | ÎÅÄÁŒÎÏ ÐÅÒÅ- ŒÅÄÅÎÎÁÑ ËÎÉÇÁ ó. íÁËÌÅÊÎÁ [17]; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÏ é. âÕËÕÒÁ É á. äÅÌÑÎÕ [3]. ïÄÎÏ ÉÚ ÌÕÞÛÉÈ ŒŒÅÄÅÎÉÊ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÏŒ | ŒÔÏÒÁÑ ÇÌÁŒÁ ËÎÉÇÉ ó. é. çÅÌØÆÁÎÄÁ É à. é. íÁÎÉ- ÎÁ [7], Á ÔÁËÖÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÌÅËÃÉÑÍ à. é. íÁÎÉÎÁ [18]. ï ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ, ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÓÍ. [30]. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ É ÆÕÎËÔÏÒÁÈ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ Œ ÌÀÂÏÊ ËÎÉÇÅ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÓÌÁÂÏÊ É ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÍ. [30] ÉÌÉ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÉÚ ËÎÉÇ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÓÍ. ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÇÌÁŒÅ 4).

äìñ úáíåôïë îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô

á. à. ðÉÒËÏŒÓËÉÊ

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

þÁÓÔØ II

íÏÓËŒÁ 2005 ð33

ðÉÒËÏŒÓËÉÊ á. à.

ð33 óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. þÁÓÔØ II. | í: 2005. | 92 c.

ëÎÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÐÉÓËÉ ÓÅÍÅÓÔÒÏŒÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÒÏÍ Œ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÍÏÓËÏŒÓËÏÍ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÉÔÅÔÅ Œ ŒÅÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 2003 Ç. åÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÅ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÍÕ ËÕÒÓÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ïÓÏÂÏÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÏÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÄÏ L^∞-ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ) É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÅÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÈ. œËÌÀÞÅÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÒÁÔÎÏ- ÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÌÑ ËÎÉÇÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÅÎ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÔÒÁËÔÕÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ É ÁÓÐÉÒÁÎÔÏŒ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÏÓÔÅÊ.

áÌÅËÓÅÊ àÌØÅŒÉÞ ðÉÒËÏŒÓËÉÊ

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

þÁÓÔØ II

© ðÉÒËÏŒÓËÉÊ á. à., 2005

6. C^∗-áìçåâòù é îåðòåòùœîïå éóþéóìåîéå

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÈ, É ÍÏÖÅÍ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÒÁÚÇÏŒÏÒÕ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÉ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, Ô.Å. ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÅ. îÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ: ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÄÁÖÅ ÇÌÁÄËÉÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ (Á ÕÖ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ | É ÐÏÄÁŒÎÏ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ (É ÄÁÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÙŒÎÙÅ) ÆÕÎËÃÉÉ. üÔÏ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ.

6.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

J_H : H → H^∗; J_H (y) = f_y; ÇÄÅ f_y(x) = ⟨x; y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H;

ËÏÔÏÒÏÅ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ É, ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÓÓÁ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏ É ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ H_1 É H_2 | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, T ∈ ∈ B(H_1; H_2) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, T^∗ ∈ B(H^∗_2 ; H^∗_1 ) | ÅÇÏ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÊ. üÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^+ : H_2 → → H_1, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

H^∗_1 H^∗_2

T^∗�

H_1

J_{H1} �

H_2

J_{H2} � T^+ � éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, T^+ = J^{−1}_{H1} T^∗J_{H2} . ïÐÅÒÁÔÏÒ T^+ ÌÉÎÅÅÎ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ‖T^+‖ = ‖T ‖. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ T^+ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ H_2 Œ H_1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ⟨T x; y⟩ = ⟨x; T^+y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H_1; y ∈ H_2.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏŒÏÒÑ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÍÅÖÄÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ŒÍÅÓÔÏ T^+ ÍÙ ÂÕÄÅÍ (ËÁË ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ) ÐÉÓÁÔØ T^∗ É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë T (ÏÐÕÓËÁÑ ÓÌÏŒÏ ĂÚÒÍÉ- ÔÏŒÏĄ). œ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÌÅËÃÉÊ ĂÏÂÙÞÎÙÅĄ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÍ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÄÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ∗: B(H)→B(H); T →T^∗ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ B(H). ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ S; T ∈ B(H) É ˘; ¯ ∈ C. ôÏÇÄÁ

1) (˘S + ¯T )^∗ = —˘S^∗ + —¯T^∗; 2) (ST )^∗ = T^∗S^∗; 3) T^{∗∗} = T ; 4) ‖T^∗‖ = ‖T ‖; 5) ‖T^∗T ‖ = ‖T ‖^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÏ 4) ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ, Á ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ 1){3) | ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ 5). ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖T^∗T ‖ � ‖T^∗‖‖T ‖ = ‖T ‖^2 ŒŒÉÄÕ 4). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

‖T x‖^2 = ⟨T x; T x⟩ = ⟨T^∗T x; x⟩ � ‖T^∗T x‖‖x‖ � ‖T^∗T ‖‖x‖^2

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ĂÚŒÅÚÄÏÞËÁĄ ÓÌÕÖÁÔ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÏÊ ÄÌÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∗: A → A, a → a^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1){3) ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.1. áÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏ- ÌÀÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. éÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÂÁÎÁÈÏ- ŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ‖a^∗‖ = ‖a‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A. C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ‖a^∗a‖ = ‖a‖^2 (a ∈ A). óÁÍÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ C^∗-ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ.

óÒÁÚÕ ÖÅ ŒŒÅÄÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÕŒÁÖÁÀÝÉÅ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: A → B ÍÅÖÄÕ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙ- ÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ (ÉÌÉ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ ’(a^∗) = ’(a)^∗ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ (ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ, C^∗-) ÁÌÇÅÂÒ É ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ (ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.

6.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ 89

œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 6.1. ðÏÌÅ C ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÎ- ŒÏÌÀÃÉÉ ŒÚÑÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 6.2. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.1, B(H) | C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 6.3. ðÕÓÔØ X | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒ ËÏÍÐÁËÔ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎŒÏÌÀ- ÃÉÀ ÎÁ C(X) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f^∗(x) = f(x) (x ∈ X). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C(X) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 6.4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ (X; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ B_A (X) A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÁÌÇÅÂÒÁ L^∞(X; ¯) ÑŒÌÑÀÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ f^∗(x) = f(x) (x ∈ X).

ðÒÉÍÅÒ 6.5. áÌÇÅÂÒÁ C^n[a; b] | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ f^∗(x) = f(x) (x ∈ [a; b]).

ðÒÉÍÅÒ 6.6. áÌÇÅÂÒÁ A (D) | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ f^∗(z) = f(—z) (z ∈ D).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. åÓÌÉ n � 1, ÔÏ 1) C^n[a; b] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ;

2) C^n[a; b] ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÉËÁËÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ ËÁË ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁ- ÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (Ô.Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÇÏ ∗-ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ C^n[a; b] ÎÉ ÎÁ ËÁËÕÀ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÕ A);

3) C^n[a; b] ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÉËÁËÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ ËÁË ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ; 4) C^n[a; b] ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÉËÁËÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ; 5) ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ A (D).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ C^∗-ÁÌ- ÇÅÂÒÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 6.7. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, É ÐÕÓÔØ H = =L^2(X;¯). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: L^∞(X;¯)→B(H), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ f ∈L^∞(X;¯) Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_f ∈ B(H), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ M^∗_f = M¯_f ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 3.2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ L^∞(X; ¯) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ (Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ) Œ ÁÌÇÅÂÒÕ B(H). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1 (2-Ñ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H É ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → B(H).

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÕŒÅÌÏ ÂÙ ÎÁÓ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÁÛÅÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÍÙ É ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÏ ÂÙ ÍÎÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÚÎÁÔØ Ï ÎÅÊ ÓÔÏÉÔ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ a^∗ = a. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ A_{sa}.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ĂÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌĄ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b; c ∈ A_{sa}, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a = b + ic. ðÒÉ ÜÔÏÍ a = 1 2 (a + a

∗); b = 1 2i (a − a ∗). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. üÌÅÍÅÎÔ u ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ uu^∗ = u^∗u = 1 (Ô.Å. ÅÓÌÉ u ÏÂÒÁÔÉÍ, É u^∗ = u^{−1}).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ aa^∗ = a^∗a.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÏÒÍÁÌÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.6. üÌÅÍÅÎÔ p ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ, ÅÓ- ÌÉ p^∗ = p^2 = p.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ŒŒÅÄÅÎ- ÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ U ∈ B(H) ÕÎÉÔÁÒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÂÉÅË- ÔÉŒÅÎ, É ⟨Ux; Uy⟩ = ⟨x; y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H.

2) ïÐÅÒÁÔÏÒ P ∈ B(H) | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_0 ⊂ H, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P x = x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H_0 É P x = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H^⊥_0 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÇÒÕÐÐÁÈ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.4) Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ L^2-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 6.8. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, f ∈ L^∞(X; ¯), M_f ∈B(L^2(X;¯)) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ f. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ M^∗_f =M¯_f (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 6.7) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

1) M_f ÎÏÒÍÁÌÅÎ;

2) M_f ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ ⇐⇒ f(x) ∈ R ÄÌÑ Ð.Œ. x ∈ X;

3) M_f ÕÎÉÔÁÒÅÎ ⇐⇒ f(x) ∈ T ÄÌÑ Ð.Œ. x ∈ X; 4) M_f | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ⇐⇒ f(x) ∈ {0; 1} ÄÌÑ Ð.Œ. x ∈ X.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1. œÓËÏÒÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ M_f | ÜÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÐÒÏ- ÓÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ; ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ M_f (ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ (X; ¯) É f).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÉÈ- ÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ 3, ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, Á ËÁËÉÅ | ÎÅÔ.

6.2. óÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ. ðÅÒŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ îÁÊÍÁÒËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ \ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÅ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ". ðÏÐÕÔÎÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ- ÌÅÚÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÇÏÄÑÔ- ÓÑ ÎÁÍ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ

1) a ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ a^∗ ÏÂÒÁÔÉÍ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ (a^∗)^{−1} = (a^{−1})^∗. 2) œ(a) = {—˘ : ˘ ∈ œ(a)}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, u ∈ A | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ ‖u‖ = 1, É œ(u) ⊂ T.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ‖u‖^2 = ‖u^∗u‖ = ‖1‖ = 1, ÔÏ É ‖u‖ = 1. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ˘ ∈ œ(u), ÔÏ |˘| � 1 (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.2). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ˘^{−1} ∈ œ(u^{−1}) (ÓÍ. ÕÐÒ. 2.21). îÏ u^{−1} ÔÏÖÅ ÕÎÉÔÁÒÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ É |˘^{−1}| � 1. úÎÁÞÉÔ, |˘| = 1, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, p ∈ A | ÏÒ- ÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ. îÁÊÄÉÔÅ ‖p‖ É œ(p).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ e^{ia} ÕÎÉÔÁÒÅÎ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÅÓÌÏÖÎÙÊ ÆÁËÔ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. ðÕÓÔØ A { ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. 1) åÓÌÉ a; b ∈ A ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ e^{a+b} = e^ae^b.

2) (e^a)^{−1} = e^{−a} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÑ,

(e^{ia})^∗ = ∑ n ( (ia)^∗

)_n

n! = ∑ n (−ia)^n n! = e

−ia = (e^{ia})^{−1}: □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.6. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ œ(a) ⊂ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ˘ ∈ œ(a), ÔÏ e^{i˘} ∈ œ(e^{ia}) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |e^{i˘}| = 1, Á ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ˘ ∈ R.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.7. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ËÁ- ÖÄÙÊ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø: A → C | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ a ∈ A_{sa}. ôÏÇÄÁ œ(a) ⊂ R, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ É œ(Ø(a)) ⊂ R, Ô.Å. Ø(a) ∈ R. åÓÌÉ a ∈ A ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ÔÏ a = b + ic, ÇÄÅ b; c ∈ A_{sa} (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.2). ðÏÜÔÏÍÕ Ø(b); Ø(c) ∈ R, É Ø(a^∗) = = Ø(b − ic) = Ø(b) − iØ(c) = (Ø(b) + iØ(c)) = Ø(a), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ ‖a‖ = r(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A_{sa} ÉÍÅÅÍ ‖b‖^2 = ‖b^2‖. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ b = a^∗a É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØÀ a, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖a‖^4 = ‖a^∗a‖^2 = ‖(a^∗a)^2‖ = ‖(a^2)^∗a^2‖ = ‖a^2‖^2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖a‖^2 = ‖a^2‖. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ‖a‖^{2n} = ‖a^{2n} ‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. ðÏÜÔÏÍÕ r(a) = lim_n ‖a^{2n} ‖^12^n = ‖a‖.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ?

ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÌØ- ÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ. åÝÅ ÏÄÉÎ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ | ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏÕÎÁ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÕ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2 (óÔÏÕÎ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ). ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, B ⊂ C(X) | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) 1 ∈ B;

2) ÅÓÌÉ f ∈ B, ÔÏ É —f ∈ B;

3) B ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ X (Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ X; x ≠ y ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ f ∈ B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) ≠ f(y)).

ôÏÇÄÁ B ÐÌÏÔÎÁ Œ C(X).

ôÅÏÒÅÍÁ 6.3 (1-ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ). ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ `_A : A → C(˙(A)) | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A É ÌÀÂÏÇÏ x ∈ ˙(A) = X (A), Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.7, ÉÍÅÅÍ

`_A(a^∗)(x) = x(a^∗) = x(a) = `_A(a)(x) = `_A(a)^∗(x):

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ `_A | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÓÌÉ a ∈ A_{sa}, ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 6.8 É ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖`_A(a)‖ = = r(a) = ‖a‖. åÓÌÉ ÖÅ a ∈ A ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ÔÏ

‖`_A(a)‖^2 = ‖`_A(a)^∗`_A(a)‖ = ‖`_A(a^∗a)‖ = ‖a^∗a‖ = ‖a‖^2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, `_A ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÂÒÁÚ. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ B = Im `_A ⊂ C(˙(A)) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏÕÎÁ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!) É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÔÎÁ Œ C(˙(A)). äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.2. éÔÁË, ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØ- ÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, ËÒÏÍÅ ÁÌÇÅÂÒ ŒÉÄÁ C(X), ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ. á ËÁË ÖÅ ‘^∞? îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ: ‘^∞ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ C(X), ÇÄÅ X = ˙(‘^∞) = fiN | ÓÔÏÕÎ-ÞÅÈÏŒÓËÁÑ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁ- ÃÉÑ N (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.10).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆ- ÎÙÅ ËÏÍÐÁËÔÙ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ. ÔÏ, ÇÏŒÏ- ÒÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÓÔÒÏÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ X ↔ C(X) | ÜÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍÉ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ C^∗- ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. îÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÂÏÌØÛÅ: ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÂSSÅËÔÙ, ÎÏ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ôÁËÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÏ- ŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ, É ÄÌÑ ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.7. ðÕÓÔØ C É D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, F : C → D | ËÏŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ F ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (ÉÌÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ) ÍÅÖÄÕ C É D, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ G: D → C ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ∘ G ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ 1_D , Á G ∘ F ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ 1_C . ðÒÉ ÜÔÏÍ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë F .

åÓÌÉ F : C → D | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÁÎÔÉÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ C É D, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : C^∘ → D | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒŒÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ çÅÌØÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ Œ ÂÏ- ÌÅÅ ÐÏÌÎÏÊ É ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C^∗A lg ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, Á ÞÅÒÅÚ CC^∗A lg | ÅÅ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.4 (1-ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ). æÕÎË- ÔÏÒ C : Comp → CC^∗A lg ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÊ. ëŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ ˙: CC^∗A lg → Comp. ðÒÉ ÜÔÏÍ ffi : 1_{Comp} → ˙ ∘ C É `: 1_{CC}∗_{A lg} → C ∘ ˙ | ÆÕÎËÔÏÒÎÙÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.3 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 5.24 É 5.25.

îÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÍÙ ÐÏÔÅÒÑÌÉ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ: ŒÅÄØ `_A : A → C(˙(A)) | ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÅÝÅ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ. îÁ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕŒÉÄÉÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C^∗A lg (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É Œ CC^∗A lg) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.9. ðÕÓÔØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁ- ÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, B | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, ’: A → B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ’ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, É ‖’‖ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ a ∈ A_{sa}; ÔÏÇÄÁ ’(a) ∈ B_{sa}, ÐÏÜÔÏÍÕ ‖’(a)‖ = r(’(a)) � r(a) � ‖a‖ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8). åÓÌÉ ÖÅ a ∈ A ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌÅÎ, ÔÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ a^∗a, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖’(a)‖^2 = ‖’(a)^∗’(a)‖ = ‖’(a^∗a)‖ � ‖a^∗a‖ � ‖a^∗‖‖a‖ = ‖a‖^2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖’(a)‖ � ‖a‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a, Ô.Å. ‖’‖ � 1. ðÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ’(1) = 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.1. ìÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÕÎÉÔÁÌØ- ÎÙÍÉ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.3. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÅÒŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ îÁÊÍÁÒËÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÁÔØ ËÏÍÐÁËÔÙ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÉÚÕ- ÞÁÔØ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÕÀ (Ô.Å. ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ) ÕÎÉÔÁÌØÎÕÀ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ

ËÁË ÎÁ ĂÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅĄ (ÉÌÉ, ŒÙÒÁÖÁÑÓØ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ŒÏÌØÎÏ, ËÁË ÎÁ ĂÎÅËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ). éÄÅÀ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ ËÁË ĂÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀĄ ÐÅÒŒÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÞÁÌ ÒÁÚŒÉŒÁÔØ á. ëÏÎÎ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÉÎÅÓÌÁ (É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÐÒÉÎÏÓÉÔØ) ÂÏÌØÛÕÀ ÐÏÌØÚÕ ÏÂÅÉÍ ÎÁÕËÁÍ | ËÁË ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ, ÔÁË É ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. óÍ. ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ Œ ËÏÎÃÅ ÇÌÁŒÙ.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÓËÏÒÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, B ⊂ A | ÚÁ- ÍËÎÕÔÁÑ ∗-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÕ A. ôÏÇÄÁ œ_B (b) = œ_A(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ B | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ, Ô.Å. ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B, ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ Œ A, ÏÂÒÁÔÉÍ É Œ B. éÔÁË, ÐÕÓÔØ b ∈ B ∩ Inv(A); ÔÏÇÄÁ b^∗b ∈ B_{sa} ∩ Inv(A), ÐÏÜÔÏÍÕ œ_B (b^∗b) ⊂ R (ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ 6.6). úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ R ÜÌÅÍÅÎÔ b^∗b + it1 ÏÂÒÁÔÉÍ Œ B. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (b^∗b + it1)^{−1} ∈ B É (b^∗b)^{−1} ∈ A ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ A. õÓÔÒÅÍ- ÌÑÑ t Ë ÎÕÌÀ É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØÀ B, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ (b^∗b)^{−1} ∈ B. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ (b^∗b)^{−1}b^∗ ∈ B | ÌÅŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÄÌÑ b. ðÒÏÄÅÌÁŒ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ bb^∗, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ b ÏÂÒÁÔÉÍ ÓÐÒÁŒÁ Œ B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, b ∈ Inv(B), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

6.3. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ: ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ

á ÔÅÐÅÒØ, ËÁË É ÂÙÌÏ ÏÂÅÝÁÎÏ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÀÂÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÒÅÚ t ∈ C(K) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(z) = z.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.8. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ a ÎÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_c : C(K) → A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_c(t) = a.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.10. åÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ K ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ P ⊂ C(K) | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ t É —t (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ t É —t). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏÕÎÁ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P ÐÌÏÔÎÁ Œ C(K); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, fl_c ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ P .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. åÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ K ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ œ(a) ⊂ K.

åÓÌÉ ÎÅ ÎÁÌÁÇÁÔØ ÎÁ A ÎÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁ- ÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.6. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂ C, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ œ(a), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_c : C(K) → A ÏÔ a ÎÁ K. åÓÌÉ K = œ(a), ÔÏ fl_c ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ K = œ(a) (ÐÏ- ÞÅÍÕ?). ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ a (Ô.Å. B = span{a^m(a^∗)^n : m; n ∈ Z_+}). ïÞÅŒÉÄÎÏ, B ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. ðÕÓÔØ ˙ = ˙(B) | ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ. œ ÓÉÌÕ ÐÅÒŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÌØ- ÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ `_B : B → C(˙) | ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: ˙ → œ_B (a), ’(x) = ^a(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ ˙. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’ | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, œ_B (a) = œ(a) ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 6.5. éÚ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ’ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ’^• : C(œ(a)) → C(˙); f → f ∘ ’ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ fl_c : C(œ(a)) → A ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ: B� � � A

C(˙)

�^{−1}_B �

C(œ(a))

’^• � fl_c �

(ÚÄÅÓØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ B Œ A). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ fl_c | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈˙ ’^•(t)(x) = t(’(x)) = ^a(x), ÐÏÜÔÏÍÕ fl_c(t) = `^{−1}_B ’^•(t) = a. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, fl_c | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ K = œ(a).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: ˙→œ(a), ÕÞÁÓÔ- ŒÕÀÝÅÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, Á ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÓÒ. ÕÐÒ. 5.18). ðÏÜÔÏÍÕ ’^• : C(œ(a)) → C(˙) | ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ôÅÏÒÅÍÕ 6.6 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ (ÓÒ. ÔÅÏÒÅÍÙ 2.7 É 4.3):

ôÅÏÒÅÍÁ 6.7. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, K ⊂ C | ÎÅÐÕ- ÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ a ∈ A :

œ(a) ⊂ K ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(K) → A

úÄÅÓØ ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ A ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ K, Á ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÐÒÁ- ŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ß : C(K) → A ÜÌÅÍÅÎÔ ß(t), ÇÄÅ t(z) = z ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ K.

éÔÁË, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ËÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.11. ðÕÓÔØ fl_h É fl_c | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ a ÎÁ œ(a). ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

O(œ(a))

� fl_h � � A C(œ(a))^{flc} � � � (ÚÄÅÓØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ĂÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÑĄ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.12. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÁÈ (ÓÒ. ÕÐÒ. 4.12).

âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ËÏ- ÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ, ŒÍÅÓÔÏ fl_c(f) ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ f(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ œ(a) (ËÁË ÍÙ É ÄÅÌÁÌÉ ÒÁÎØÛÅ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÊ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.13 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(œ(a)) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ(f(a)) = f(œ(a)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.14 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ). åÓÌÉ f ∈ C(œ(a)) É g ∈ C(œ(f(a))), ÔÏ g(f(a)) = (g ∘ f)(a).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.15 (ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔØ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). ðÕÓÔØ ’: A → B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ. ôÏÇÄÁ ’(f(a)) = f(’(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(œ(a)).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.2 (ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ çÅÌØ- ÆÁÎÄÁ). åÓÌÉ A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ ^f(a) = f ∘ ^a ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(œ(a)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ’ ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ A.

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÓÍ. ÕÐÒ. 4.18), ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ŒÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÄÌÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ. œÐÒÏÞÅÍ, Õ ÓÐÅËÔÒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅ ÔÁË ÕÖ É ÍÎÏÇÏ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.16. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏ- ÇÄÁ œ_r(T ) = ∅; œ_{ap}(T ) = œ_{su}(T ) = œ(T ); œ_p(T ) = œ_{com}(T ):

õËÁÚÁÎÉÅ. œÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

1) Ker T = Ker T^∗T ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T ∈ B(H). 2) åÓÌÉ T ÎÏÒÍÁÌÅÎ, ÔÏ Ker T = Ker T^∗ = (Im T )^⊥.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.17. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, f ∈ C(œ(T )). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ œ_p(f(T )) = f(œ_p(T ))? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ œ_c.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÂÅÒÉÔÅÓØ Ó ĂÍÏÄÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍĄ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ (ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.18. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, f ∈ ∈ L^∞(X; ¯). ïÐÉÛÉÔÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_f , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ L^2(X; ¯).

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ (ÉÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ), ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ĂÎÅÓËÏÌØ- ËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.19. (\îÁÕÞÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÓËÏÅ"). ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a_1; : : : ; a_n ∈ A | ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ œ(a_1; : : : ; a_n) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ËÏÍÐÁËÔÏÍ Œ C^n É ÄÌÑ n = 1

ÐÒÅŒÒÁÝÁÌÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉ- ÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÔ a_1; : : : ; a_n É ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

ïÄÎÏ ÉÚ ÌÕÞÛÉÈ ŒŒÅÄÅÎÉÊ Œ ÔÅÏÒÉÀ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅÄÁŒÎÏ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎ- ÎÏÅ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË | ËÎÉÇÁ äÖ. íÅÒÆÉ [20]. âÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÅ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÙ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ ö. äÉËÓ- ÍØÅ [12]. óÍ. ÔÁËÖÅ [29, 30, 26, 21]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÎÉÇ (ËÒÏÍÅ [30]) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ îÁÊÍÁÒËÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 6.1). ï ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, C^∗-ÁÌÇÅÂÒ) ÓÍ. ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ õ. âÒÁÔÔÅÌÉ É ä. òÏ- ÂÉÎÓÏÎÁ [2]. ôÅÏÒÅÍÁ óÔÏÕÎÁ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 6.2) ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ [26] É [23].

ó ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÐÏ ÏÓÎÏŒÏÐÏ- ÌÁÇÁÀÝÅÊ ËÎÉÇÅ á. ëÏÎÎÁ [34]; ÂÏÌÅÅ ÄÏÓÔÕÐÎÙÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ | ËÎÉÇÁ äÖ. ìÁÎÄÉ [42] ÉÌÉ ÌÅËÃÉÉ î. èÉÇÓÏÎÁ É äÖ. òÏÕ [41].

7. âïòåìåœóëïå éóþéóìåîéå

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ Œ C, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ. îÁÛÁ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÒÏ- ÄÏÌÖÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ; ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÊ ĂÇÌÁŒ- ÎÏÊĄ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ | ÁÌÇÅÂÒÅ B(H) | ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÁ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÈ ÆÁËÔÏŒ ÏÂ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁÈ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

7.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

ðÕÓÔØ H | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÎÁÄ C).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: H × H → H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕ- ÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ˘; ¯ ∈ C É ÌÀÂÙÈ x; y; z ∈ H ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ

1) �(˘x + ¯y; z) = ˘�(x; z) + ¯�(y; z); 2) �(x; ˘y + ¯z) = —˘�(x; y) + —¯�(x; z).

ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ �(x;y)=�(y; x) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H → H; x → �(x; x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÏÊ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó �.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓŒÏÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. åÓÌÉ � | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ

�(x; y) = 1 4 3∑ k=0 i^k�(x + i^ky; x + i^ky):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÜÒÍÉÔÏŒÁ ⇐⇒ �(x; x) ∈ R ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H.

7.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 101

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T : H → H ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÏ- ÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ �_T ÎÁ H ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ �_T (x;y) = ⟨T x;y⟩ (x;y ∈ H).

ëÁË �_T , ÔÁË É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. åÓÌÉ S; T : H → H | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ S = T ⇐⇒ �_S = �_T ⇐⇒ ⟨Sx; x⟩ = ⟨T x; x⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.1. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ R ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ 90^∘ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ ⇐⇒ ÆÏÒ- ÍÁ �_T ÜÒÍÉÔÏŒÁ ⇐⇒ ⟨T x; x⟩ ∈ R ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H.

2) T ∈ B(H) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ ⇐⇒ T^∗T = 1.

3) U ∈ B(H) ÕÎÉÔÁÒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.2. ëÏÎÅÞÎÏ, Ð. 2) É 3) ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÙ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ Œ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÉ ÏÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 3). ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÕÎÉÔÁÒÅÎ (Ô.Å. ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ), ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ŒÍÅÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ĂÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØĄ ÏÂÙÞÎÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ ÔÅÒÍÉÎ ĂÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØĄ.

íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ËÁË ĂÂÙÔØ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÍĄ, ĂÂÙÔØ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÏÍĄ, ĂÂÙÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊĄ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÙ ËÁË Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÔÁË É Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ. œÏÔ ÅÝÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÅÊ, ÅÓÌÉ T T^∗ = 1.

2) ïÐÅÒÁÔÏÒ V ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ (V^∗V )^2 = V^∗V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.5. äÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÉÚÏÍÅÔÒÉÉ É ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T Œ H ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �_T . ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ¿ 0 ÔÁ-

ËÏÅ, ÞÔÏ |�(x; y)| � C‖x‖‖y‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H. ôÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÁËÉÈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ‖�‖.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ H. œÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1.

ðÒÉÍÅÒ 7.1. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ T Œ H ÆÏÒÍÁ �_T ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É ‖�_T ‖ � ‖T ‖.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ÂÙ- ŒÁÅÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

B(H) → { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ H } ; T → �_T

| ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T → �_T ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7.3.

ðÕÓÔØ � | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ y ∈ H É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ �^y : H → C; x → �(x; y). ñÓÎÏ, ÞÔÏ �^y ∈ H^∗, É ‖�^y‖ � ‖�‖‖y‖. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ S(y) ∈ H, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(x; y) = ⟨x; S(y)⟩ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H. éÚ ÐÏÌÕÔÏÒÁ- ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ � É ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S : H → H | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ‖S(y)‖ = ‖�^y‖ � ‖�‖‖y‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ y ∈ H, Ô.Å. S ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ‖S‖ � ‖�‖. ðÏÌÏÖÉÍ T = S^∗; ÔÏÇÄÁ � = �_T , ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T → �_T | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÃÅÐÏÞËÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ‖T ‖ = ‖S‖ � ‖�_T ‖ � ‖T ‖.

7.2. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ | ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÅ (É ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ); ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A ⊂ 2^X | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯: A → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ, ÅÓÌÉ

1) ¯(∅) = 0;

7.2. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ 103

2) ¯(

⨆_n i=1 A_i) =

∑_n i=1 ¯(A_i) ÄÌÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ A_i ∈ A .

åÓÌÉ ŒÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÓÞÅÔÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ, ÔÏ ¯ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.5. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ¯ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁ- ÒÉÁÃÉÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ {A_i}^n_{i=1} ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ∑_n

i=1 |¯(A_i)| � C.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁÒÉ- ÁÃÉÀ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.1. ìÀÂÁÑ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.6. ðÕÓÔØ ¯ | ÍÅÒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ A . åÅ ŒÁÒÉÁÃÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ |¯|: A → [0; +∞), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ |¯|(A) = sup

{^n∑ i=1 |¯(A_i)| : A = n⨆ i=1 A_i; A_i ∈ A } : õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.2. |¯| ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÎÁ A .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_A (X) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÅÒ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ A . ïÞÅŒÉÄÎÏ, M_A (X) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.3. æÕÎËÃÉÑ ¯ → ‖¯‖ = |¯|(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ M_A (X). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ M_A (X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.10), ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ B_A (X) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÁ- ÎÁÈÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ X ÞÅÒÅÚ Ø_A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (ÉÎÄÉËÁÔÏÒ). ðÏÌÏÖÉÍ

S_A (X) = span{Ø_A : A ∈ A } ⊂ B_A (X):

æÕÎËÃÉÉ ÉÚ S_A (X) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ A -ÐÒÏÓÔÙÍÉ. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ), ÞÔÏ S_A (X) | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ B_A (X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. S_A (X) ÐÌÏÔÎÏ Œ B_A (X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÒÙ ¯ ∈ M_A (X) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I_¯ ∈ B_A (X)^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ I_¯(Ø_A) = ¯(A) ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ A ∈ A .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.7. äÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B_A (X) ŒÅÌÉÞÉÎÁ I_¯(f) ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ f ÐÏ ÍÅÒÅ ¯ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫ X f(x) d¯(x).

ôÅÏÒÅÍÁ 7.2 (èÉÌØÄÅÂÒÁÎÄÔ, ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M_A (X) → B_A (X)^∗; ¯ → I_¯

| ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A = Bor(X) | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÍÅÓÔÏ B_A (X); S_A (X) É M_A (X) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ B(X); S(X) É M(X) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.8. âÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ Bor(X).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.9. âÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ∈ Bor(X) É ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊃ B É ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ B ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |¯|(U \ K) ¡ ”.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.4. òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ œ- ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.3. äÌÑ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÌÀ- ÂÁÑ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(X) ⊂ M(X) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.5. M(X) | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Œ M(X) (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ).

œÏÔ ËÌÀÞÅŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÅÏÄÎÏ- ËÒÁÔÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.3 (òÉÓÓ, íÁÒËÏŒ, ëÁËÕÔÁÎÉ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M(X) → C(X)^∗; ¯ → I_¯

| ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ j_M : M(X) → M(X) É j_C : C(X) → → B(X) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍ èÉÌØÄÅÂÒÁÎÄÔÁ{ ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞÁ É òÉÓÓÁ{íÁÒËÏŒÁ{ëÁËÕÔÁÎÉ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ j^∗_C ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÚ M(X) Œ M(X). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ j^∗_C ∘ j_M = 1_{M(X)}. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M(X) | ÄÏÐÏÌÎÑÅÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ M(X), Á j^∗_C | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÉÚ M(X) ÎÁ M(X). (üÔÏÔ ÐÒÏÅËÔÏÒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ

7.3. óÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(X) 105

ÓÍÙÓÌÅ ĂÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÅÔĄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ.)

7.3. óÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(X)

ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ B(X) cÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_f ∈ M(X)^∗, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ F_f (¯) = ∫ X f d¯. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B(X) → M(X)^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ κ. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ M(X) Ó C(X)^∗, ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ κ : B(X) → C(X)^{∗∗} | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i_{C(X)} : C(X) ,→ C(X)^{∗∗}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ M(X) Ó B(X)^∗, É ÔÏÇÄÁ F_f ∈ M(X)^∗ | ÜÔÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ M(X) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ i_{B(X)}(f) ∈ M(X)^∗, ÇÄÅ i_{B(X)} : B(X) ,→ ,→ B(X)^{∗∗} = M(X)^∗ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÓÍ. ÒÉÓ.):

B(X)^{iB(X)} � κ � � � � � � B(X)^{∗∗ ∼} M(X)^∗

j^∗_M � C(X)

j_C �

i_{C(X)}

� C(X)^{∗∗ ∼} M(X)^∗

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖κ(f)‖ � ‖f‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÂÏÌØÛÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. κ : B(X) → M(X)^∗ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ. õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ κ(f) Ë ÍÅÒÅ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. îÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ĂÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅĄ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ κ:

\äÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X) ÉÍÅÅÍ κ(f) ∈ C(X)^{∗∗}, Á C(X)^{∗∗} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ B(X)^{∗∗}, ÐÏÜÔÏÍÕ κ(f) ÌÅÖÉÔ Œ B(X)^{∗∗} É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ f ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ B(X) ,→ B(X)^{∗∗}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖κ(f)‖ = ‖f‖."

éÔÁË, κ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ B(X) Œ M(X)^∗. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.10. óÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ B(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(M(X)^∗; M(X)) ÐÒÉ ŒÌÏÖÅÎÉÉ κ : B(X) → → M(X)^∗.

óÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ B(X) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÏÍ wm. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_¯ : ¯ ∈ ∈ M(X)}, ÇÄÅ ‖f‖_¯ = | ∫ X f d¯|.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.10^∗. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_n ∈ B(X) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ∈ B(X) Œ wm ⇐⇒ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ÐÏ- ÔÏÞÅÞÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E ÏÂÒÁÚ E ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ i_E : E → E^{∗∗} ÚÁÍËÎÕÔ Œ E^{∗∗} ÐÏ ÎÏÒÍÅ (É ÕÖ ÐÏÄÁŒÎÏ ÎÅ ÐÌÏÔÅÎ ÔÁÍ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ E ÎÅ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ). ïÄÎÁËÏ Œ E^{∗∗} ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ, œ(E^{∗∗}; E^∗). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ŒÅÒÎÏ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. Im i_E ÐÌÏÔÅÎ Œ E^{∗∗} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(E^{∗∗}; E^∗).

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Im i_E ÐÌÏÔÅÎ É Œ ÌÀÂÏÍ ĂÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍĄ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F ⊂ E^{∗∗}, ÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ. œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë C(X) ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.1. C(X) ÐÌÏÔÎÏ Œ B(X) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ C(X) É ÎÁ B(X) ÅÓÔØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ f^∗(x) = f(x). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ C(X) É B(X) ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍÉ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ (É ÄÁÖÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ; ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ 6.3 É 6.4).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.11. éÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀ- ÃÉÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1. (B(X); wm) | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ B(X) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ L_f : B(X) → B(X); g → fg ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ¯ ∈ M(X) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÕÀ ÍÅÒÕ f · ¯ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f · ¯)(A) = ∫ A f d¯. éÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ¯ É ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ |(f · ¯)(A)| � |¯|(A)‖f‖_∞ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ f · ¯. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ g ∈ S(X) ÍÙ ÉÍÅÅÍ ∫ X fg d¯ = ∫ X g d(f · ¯). ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ g ∈ B(X) (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ), Á S(X) ÐÌÏÔÎÏ Œ B(X), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ g ∈ B(X). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

7.4. óÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(H) 107

‖fg‖_¯ = ‖g‖_{f ·¯} ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ g ∈ B(X), ÐÏÜÔÏÍÕ L_f : g → fg ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÓÍ. ÕÐÒ. 4.5). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (B(X); wm) | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ‖f^∗‖_¯ = ‖f‖_{¯¯}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.12. åÓÌÉ X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ (B(X); wm) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ (Ô.Å. ÅÓÌÉ f_n → f É g_n → g Œ wm, ÔÏ f_ng_n → fg Œ wm).

7.4. óÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(H)

ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÙÈ x; y ∈ H ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÕ ‖ · ‖_{x;y} ÎÁ B(H), ÐÏÌÁÇÁÑ ‖T ‖_{x;y} = |⟨T x; y⟩| ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ T ∈ B(H).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.12. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(H), ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏ- ÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_{x;y} : x; y ∈ H}, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ wo.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.13^∗. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F (H) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ H Ó ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (B(H); wo)^∗ ∼= F (H).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2. (B(H); wo) | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ S; T ∈ B(H) É ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖ST ‖_{x;y} = |⟨ST x; y⟩| = ‖S‖_{T x;y}. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ R_T : B(H) → B(H); S → ST ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖ST ‖_{x;y} =|⟨T x;S^∗y⟩|= = ‖T ‖_{x;S}∗_y, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ L_S : B(H) → B(H), T → ST ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÓÔØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖T^∗‖_{x;y} = ‖T ‖_{y;x}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.14. åÓÌÉ H ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ (B(H); wo) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ.

ôÅÐÅÒØ, ÎÁËÏÎÅÃ, Õ ÎÁÓ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

7.5. âÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ: ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÒÅÚ t ∈ B(K) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(z) = z (z ∈ K).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.13. âÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÎÁ K | ÜÔÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_b : (B(K); wm) → (B(H); wo), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_b(t) = T .

œÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.3. ðÕÓÔØ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÎÁ K ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÏÇÄÁ:

1) ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ; 2) K ⊃ œ(T );

3) fl_b|_{C(K)} = fl_c (Ô.Å. ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ);

4) fl_b : B(K) → B(H) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÏ ÎÏÒÍÅ, É ‖fl_b‖ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 4) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ fl_b | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖ- ÄÕ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.9).

3) É 2): óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 4) É ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. 1) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 3) É ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ C(K) Œ (B(K); wm) (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.1).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÙ ÓÐÅÒŒÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÅÇÏ Ë ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.4. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ß : C(X) → B(H) | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ~ß : (B(X); wm) → (B(H); wo), ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ ß:

C(X)^ß �

j_C � B(H)

B(X) ß̃ � � �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ x; y ∈ H É ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_{x;y} ÎÁ C(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ F_{x;y}(f) = ⟨ß(f)x; y⟩. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÓÓÁ{íÁÒËÏŒÁ{ëÁËÕÔÁÎÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯_{x;y} ∈ M(X),

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

⟨ß(f)x; y⟩ = ∫ X f d¯_{x;y} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ f ∈ C(X): (7.1)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ‖¯_{x;y}‖ = ‖F_{x;y}‖ � ‖ß‖‖x‖‖y‖ = ‖x‖‖y‖ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.9). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

¯_{ffx+fiy;z} = ff¯_{x;z} + fi¯_{y;z} É ¯_{x;ffy+fiz} = —ff¯_{x;y} + —fi¯_{x;z} (7.2)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y; z ∈ H É ÌÀÂÙÈ ff; fi ∈ C.

ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (7.1) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ f. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÕÀ f ∈ B(X) É ÐÏÌÏÖÉÍ

�_f (x; y) = ∫ X f d¯_{x;y} (x; y ∈ H):

éÚ (7.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �_f | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ H. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

|�_f (x; y)| � ‖f‖_∞‖¯_{x;y}‖ � ‖f‖_∞‖x‖‖y‖;

ÐÏÜÔÏÍÕ � ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~ß(f) ∈ B(H) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

⟨~ß(f)x; y⟩ = �_f (x; y) = ∫ X f d¯_{x;y} (x; y ∈ H): (7.3)

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ f ∈ B(X), ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ß : B(X) → B(H) ÌÉÎÅÊÎÏ. äÁÌÅÅ, ÉÚ (7.3) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÍÙ ÉÍÅÅÍ ‖~ß(f)‖_{x;y} = ‖f‖_{¯x;y} . óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ~ß ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ~ß | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ:

ìÅÍÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ A; B | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ, A_0 ⊂ A | ÐÌÏÔÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ’: A → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ A_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ∗-ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÏÇÄÁ ’ | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_a; R_a : A → A ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÌÅŒÏÇÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÁŒÏÇÏ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ

’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A_0:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

(’ ∘ L_a)|_{A0} = (L_{’(a)} ∘ ’)|_{A0} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A_0:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ A, Á A_0 ÐÌÏÔÎÏ Œ A, ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ŒÓÀÄÕ ÎÁ A. éÔÁË, ’ ∘ L_a = L_{’(a)} ∘ ’ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A_0;

ÉÌÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ,

’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A_0 É (ÕÖÅ!) ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

(’ ∘ R_b)|_{A0} = (R_{’(b)} ∘ ’)|_{A0} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A:

ëÁË É ŒÙÛÅ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ŒÓÅÊ A, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ’(ab)=’(a)’(b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. éÔÁË, ’ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌ- ÇÅÂÒ. îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ a → ’(a^∗) É a → ’(a)^∗ ÉÚ A Œ B ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ A_0, Á, ÚÎÁÞÉÔ (ŒŒÉÄÕ ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ), É ÎÁ ŒÓÅÊ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ’ | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ë ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ~ß | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔÉ C(X) Œ (B(X); wm). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.5. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÕÑÓÎÉÔØ ÓÕÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄ- ÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÁÒÔÉÎËÉ:

C(X)^{jC} � F � � � � � � B(X) F̃ � � � � �

C

C(X)^{jC} � ß � � � � � �

F_{x;y}

� � � � � � � � � � � B(X) ß̃ � � � � � �

F̃_{x;y}

� � � � � � � � � �

B(H)

”_{x;y} � C ìÅŒÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F ÎÁ C(X) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÄÏ wm-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ B(X). á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÍÅÒÕ ¯ ∈ M(X), ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÕÀ F , É ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ~F (f) = ∫ X f d¯ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X). œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÎÁ ÐÒÁŒÏÊ

ËÁÒÔÉÎËÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ÎÅ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÁÍ, Á Ë ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ. œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÞÅÒÅÚ ”_{x;y} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ ÎÁ B(H), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T ∈ B(H) ÅÇÏ ĂÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔĄ ”_{x;y}(T ) = ⟨T x; y⟩. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ß ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁË: ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ß ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_{x;y} = ”_{x;y} ∘ T ÎÁ C(X), ÚÁÔÅÍ ÏÎ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ~F_{x;y} ÎÁ B(X) (ÓÍ. ÌÅŒÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ), Á ÐÏÔÏÍ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ~F_{x;y} ĂÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑĄ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ ~ß ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊ- ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ.

ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÕ 7.4 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.5. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ

ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(X) → B(H) ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (B(X); wm) → (B(H); wo)

úÄÅÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ æ: B(X) → B(H) ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ C(X), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ß : C(X) → B(H) ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ~ß ÎÁ B(X).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÂÏÒÅ- ÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.6. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(T ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_b : B(K) → B(H) ÏÔ T ÎÁ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ß ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_c : C(K) → B(H) ÏÔ T ÎÁ K.

ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍ 6.7 É 7.5, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.7. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, K ⊂ C | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ T ∈B(H): œ(T )⊂K ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(K)→B(H) ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (B(K); wm)→(B(H); wo) úÄÅÓØ ÓÔÒÅÌËÉ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒŒÙÍ É ŒÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ- ÍÉ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.7, Á ÍÅÖÄÕ ŒÔÏÒÙÍ É ÔÒÅÔØÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.5.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.6. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÜÔÏ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ĂŒÁÒÉÁÃÉÑ ÎÁ ÔÅÍÕĄ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ (ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 1): ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ C[t]. ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ĂÈÏÒÏÛÉÅĄ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ĄÈÏÒÏÛÉÅĄ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ C[t], ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ C[t]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÂÁÎÁ- ÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ E ÁÌÇÅÂÒÙ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ O(C), Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ E ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ Œ ËÏÍÐÁËÔÅ K | ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ E ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ÒÏÓÔËÏŒ O(K) (ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 4). þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.7, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ËÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÐÏÐÒÏ- ÂÕÊÔÅ ÏÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ĂËÏÎËÒÅÔÎÙÈĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.15. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, ’: X → → C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÉÛÉÔÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_’, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ L^2(X; ¯). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ:

1) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ Œ ‘^2;

2) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀĄ M_t ∈ ∈ B(L^2[a; b]), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (M_tf)(x) = xf(x).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.16^∗. (äÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ). ïÐÉÛÉÔÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ ‘^2(Z), L^2(T) É L^2(R).

õËÁÚÁÎÉÅ. óÄŒÉÇ | ÜÔÏ ÓŒÅÒÔËÁ Ó ffi-ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÉÍÉ ÏÂÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÏÒÅÌÅŒ- ÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. ðÅÒŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÅÄÓËÁÚÕÅÍÏ (ÓÒ. ÕÐÒ. 4.12 É 6.12):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.17. ðÕÓÔØ K; L ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔÙ, É œ(T ) ⊂ K ⊂ L. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fl^K_b É fl^L_b ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ T ÎÁ K É L ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÞÅÒÅÚ r_{LK} : B(L) → B(K) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.

ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

B(L)

r_{LK} �

fl^L_b � � B(H)

B(K)^{flKb} � �

ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ É ÎÅ ÚÁ- ŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÍÐÁËÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ œ(T ), ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ŒÍÅÓÔÏ fl_b(f) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÖÅ ÐÒÉŒÙÞÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(T ) (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ œ(T )).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁË ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ, ÔÁË É ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÄŒÅ ŒÁÖÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (ÓÍ. §§4.2 É 6.3). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 6.6). åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÏÒÅ- ÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.18. 1) éÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÌÉ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_b : B(œ(T )) → B(H)?

2) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ œ(f(T )) = f(œ(T )) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(œ(T ))? 3) ðÕÓÔØ K ⊃ œ(T ) | ËÏÍÐÁËÔ, f ∈ B(K), L ⊃ f(K) | ÄÒÕÇÏÊ ËÏÍ- ÐÁËÔ, É g ∈ B(L). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ g(f(T )) = (g ∘ f)(T )?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.7. ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÐÏÓËÏÌØËÕ œ(f(T )) = œ(fl_b(f)) ⊂ œ(f) = f(K) ⊂ L.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÓÒ. ÕÐÒ. 4.21):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.19. ðÕÓÔØ U ∈ B(H) | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ T ∈ B(H) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U = exp(iT ).

äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.20^∗. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H É ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ∈ B(H), ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ Œ ŒÉÄÅ exp(T ) ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ T ∈ B(H).

õËÁÚÁÎÉÅ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ H ÐÏÄÏÊÄÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(V ) ∩ O(V ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ V ⊂ C. (óÍ. ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÐÒ. 4.22.)

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

íÁÔÅÒÉÁÌ Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙ- ÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÅÎ É ÅÓÔØ ÐÏÞÔÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÐÏ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ; ÍÙ ÓÌÅÄÏŒÁÌÉ, Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, [30]. ðÒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [9, 31]; ÍÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÁËÖÅ ÌÅËÃÉÑÍÉ ò. üÄŒÁÒÄÓÁ [37]. ôÅÒÍÉÎ ĂÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑĄ ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÍÕ; ÓÍ. [30]. óÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ, ÄÁŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ- ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÒÏÍÅ ÎÅÅ, ÎÁ B(H) ÅÓÔØ ÅÝÅ ÐÏ ËÒÁÊ- ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÐÑÔØ ŒÁÖÎÙÈ ÎÅÎÏÒÍÉÒÕÅÍÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÎÉÈ ÓÍ. [29, 30, 20, 2]. ðÒÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÉ ÍÙ ÓÌÅÄÏŒÁÌÉ, Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, [29]. îÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ) ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Œ [30]. óÍ. ÔÁËÖÅ [14, 23, 26, 10].

8. óðåëôòáìøîáñ ôåïòåíá

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÜÔÏ, Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÄÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, Á ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÔÅÓÎÏ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÈ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ëÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊĄ | ÄÅÌÏ ŒËÕÓÁ^1. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÎÁÞÁÌÅ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÏÎÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

œ ËÕÒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÜÒÍÉÔÏ- ŒÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ. îÁ ÑÚÙËÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ T = m∑ k=1 ˘_kE_k;

ÇÄÅ E_k | ÐÒÏÅËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ïÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ (É, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ T Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÍÏÖÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁÍĄ. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÕÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ É ÄÁÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ŒÉÄÅ, ÔÏ E_k ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_k. îÏ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, Õ T ÍÏÖÅÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

œÙÈÏÄ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÁËÏŒ. œÓÐÏÍÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ Ï ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÇÌÁŒÕ). œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ ¯_{x;y}, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y ∈ H. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. (7.3)), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ œ(T ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ f(T ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

⟨f(T )x; y⟩ = ∫ œ(T )

f(˘) d¯_{x;y}(˘):

1óÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ [23].

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ f(˘) ≡ ˘ ÍÙ ÉÍÅÅÍ

⟨T x; y⟩ = ∫ œ(T )

˘ d¯_{x;y}(˘):

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁŒÏÄÉÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÍÙÓÌØ: Á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÓÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ T = ∫ œ(T )

˘ d(?)(˘)

(ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÇÏ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ)? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ. œ ÜÔÏÍ ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÔÏÞÎÅÅ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÅ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ). þÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÎÕÖÎÏ ÓÐÅÒŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÄÏÌÖÎÏ ÓÔÏÑÔØ ŒÍÅÓÔÏ ŒÏÐÒÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, Ô.Å. ÐÏ ËÁËÏÊ ÍÅÒÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ. íÅÒÙ, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÒÉ- ÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙ- ÍÉ ÍÅÒÁÍÉ.

8.1. óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ

ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ PR(H) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ Œ H. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖ- ÄÕ PR(H) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ H, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÏÅËÔÏÒÕ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÅËÔÏÒÁÍÉ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÊ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ P; Q ∈ PR(H) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ (É ÐÉÓÁÔØ P ⊥ Q), ÅÓÌÉ Im P ⊥ Im Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. P ⊥ Q ⇐⇒ P Q = 0 ⇐⇒ QP = 0 ⇐⇒ P + Q ∈ ∈ PR(H). ðÒÉ ÜÔÏÍ Im(P + Q) = Im P ⊕ Im Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. ðÕÓÔØ P; Q ∈ PR(H). ôÏÇÄÁ P Q ∈ PR(H) ⇐⇒ ⇐⇒ P Q = QP . ðÒÉ ÜÔÏÍ Im(P Q) = Im P ∩ Im Q.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÔÁËÖÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. ðÕÓÔØ P_1; : : : ; P_n ∈ PR(H), É P_i ⊥ P_j ÐÒÉ i ≠ j. ôÏÇÄÁ ‖ ‖^n ∑ k=1 ˘_kP_k ‖ ‖ = max 1⩽k⩽n |˘_k |

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ˘_1; : : : ; ˘_n ∈ C.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E : A → PR(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ, ÅÓÌÉ

1) E(∅) = 0; 2) E(X) = 1_H ; 3) E(

⨆_n k=1 A_k) =

∑_n k=1 E(A_k ), ÅÓÌÉ A_i ∩ A_j = ∅ ÐÒÉ i ≠ j;

4) E(A ∩ B) = E(A)E(B) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A; B ∈ A .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E(A) ⊥ E(B) ÐÒÉ A ∩ B = ∅.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3) Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 4).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. ðÕÓÔØ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ A → PR(C).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ E : A → PR(H) | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H É ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A ÐÏÌÏÖÉÍ E_{x;y}(A) = ⟨E(A)x; y⟩. ôÏ- ÇÄÁ E_{x;y} ∈ M_A (X), É ‖E_{x;y}‖ � ‖x‖‖y‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, E_{x;y} | ÍÅÒÁ ÎÁ A . þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ, ŒÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁ- ÂÏÒ {A_i}^n_{i=1} ⊂ A ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; n ÐÏÄÂÅÒÅÍ ˘_k ∈ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ |⟨E(A_k )x; y⟩| = ˘_k⟨E(A_k )x; y⟩ É |˘_k| = 1. ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 8.3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ n∑ k=1 |⟨E(A_k )x; y⟩| = n∑ k=1 ˘_k⟨E(A_k )x; y⟩ =

⟨^n∑ k=1 ˘_k E(A_k)x; y ⟩

� ‖^n∑ k=1 ˘_k E(A_k) ‖ ‖x‖‖y‖ � ‖x‖‖y‖:

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, E_{x;y} ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ, É |E_{x;y}|(A) � ‖x‖‖y‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A . äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 8.1. ðÕÓÔØ (X; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, É ÐÕÓÔØ H = L^2(X; ¯). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ A ∈ A ÐÏÌÏÖÉÍ E(A) = M_{ØA} (ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A). ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, E | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ A . åÓÌÉ ÍÅÒÁ ¯ ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ 1, ÌÅÖÉÔ Œ L^2(X; ¯), É ¯ = E_{1;1}.

œÏÔ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ:

ðÒÉÍÅÒ 8.2. ðÕÓÔØ æ: B_A (X) → B(H) | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ E^æ : A → PR(H); E^æ(A) = æ(Ø_A)

| ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ A .

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÉÈ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ É ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8.1. ðÕÓÔØ E : A → PR(H) | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ œ- ÁÌÇÅÂÒÅ A ⊂ 2^X . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ I_E : B_A (X) → B(H) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ I_E (Ø_A) = E(A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A . ðÒÉ ÜÔÏÍ ⟨I_E (f)x; y⟩ = ∫ X f dE_{x;y} (8.1)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B_A (X) É ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ f ∈ B_A (X) É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÐÏ- ÌÏÖÉÍ �_f (x; y) = ∫ X f dE_{x;y}:

éÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÒÙ E_{x;y} ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �_f | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ H. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.1,

|�_f (x; y)| � ‖f‖‖E_{x;y}‖ � ‖f‖‖x‖‖y‖;

ÐÏÜÔÏÍÕ �_f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É ‖�_f ‖ � ‖f‖. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I_E (f) ∈ B(H), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ (8.1). ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I_E : B_A (X) → B(H) ÌÉÎÅÊÎÏ, É ‖I_E (f)‖ = ‖�_f ‖ � ‖f‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B_A (X). éÚ (8.1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ I_E (Ø_A) = E(A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A , ÐÏÜÔÏÍÕ

I_E (Ø_AØ_B ) = I_E (Ø_{A∩B} ) = E(A ∩ B) = E(A)E(B)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A; B ∈ A . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ I_E ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ S_A (X) ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ I_E É ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ S_A (X) Œ B_A (X) ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ I_E : B_A (X) → B(H) | ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ. ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ I_E . îÁËÏÎÅÃ,

ÐÏÓËÏÌØËÕ E_{y;x} = E_{x;y} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

⟨I_E ( —f)x; y⟩ = ∫ X —f dE_{x;y} = ∫ X f dE_{y;x} = ⟨I_E (f)y; x⟩ =

= ⟨x; I_E (f)y⟩ = ⟨I_E (f)^∗x; y⟩:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, I_E | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ B_A (X) ÏÐÅÒÁÔÏÒ I_E (f) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ f ÐÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ∫ X f(˘) dE(˘):

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.1. œÙ, ÎÁŒÅÒÎÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.4 Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ó C(X) ÎÁ B(X): Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉÅÍ ĂÓËÌÅÉŒÁÎÉÑĄ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.

ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 8.2, ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8.2. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A ⊂ 2^X | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ { ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ A → PR(H) } ⇄ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ B_A (X) → B(H) }

úÄÅÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ æ: B_A (X) → B(H) ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ E^æ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 8.2), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ E : A → PR(H) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ I_E : B_A (X) → B(H).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ T ∈B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, K ⊂C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(T ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E : Bor(K) → PR(H) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ T = ∫ K ˘ dE(˘): (8.2)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(K) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

f(T ) = ∫ K f(˘) dE(˘): (8.3)

8.2. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ C(X). óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.1 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÅËÉÊ ĂÓÕÒÒÏÇÁÔĄ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÞÅÍÕ ĂÓÕÒÒÏÇÁÔĄ? äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÚÄÅÓØ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (8.2) ÎÅ- ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ (8.3) ŒÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ E(A) = Ø_A(T ) É ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÅÒÕ E). ïÄÎÁËÏ ÂÏ- ÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ B(X) Œ B(H), ÏÎ ÅÝÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ wm ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ wo ÎÁ B(H). ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÖÅÌÁÅÍÏÇÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ŒÙÑÓ- ÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ, ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ĂÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÈĄ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.4. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E : Bor(X) → → PR(H) ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÍÅÒÁ E_{x;y} ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.2. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E : Bor(X) → PR(H) ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÁ ⇐⇒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ I_E : B(X) → B(H) ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (=⇒) åÓÌÉ E ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H É ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

‖I_E (f)‖_{x;y} = |⟨I_E (f)x; y⟩| = | | | ∫ X f dE_{x;y} | | | = ‖f‖_{Ex;y} :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ I_E ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ.

(⇐=) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ x;y ∈H. éÚ wm-wo-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ I_E ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ¯_1; : : : ; ¯_n ∈ M(X) É C ¿ 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

‖I_E (f)‖_{x;y} � C max_{1⩽k⩽n} ‖f‖_{¯k} (8.4)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X). ðÏÌÏÖÉÍ ¯ =

∑_n k=1 |¯_k|; ÔÏÇÄÁ ¯ ∈ M(X) É ¯ � 0.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (8.4) ŒÍÅÓÔÏ f ÆÕÎËÃÉÀ Ø_B , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|E_{x;y}(B)| = |⟨E(B)x; y⟩| � C max_{1⩽k⩽n} |¯_k(B)| � C¯(B):

8.2. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ C(X) 121

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ B =

⨆_m k=1 B_k ÍÙ ÉÍÅÅÍ m∑ k=1 |E_{x;y}(B_k)| � C m∑ k=1 ¯(B_k ) = C¯(B);

ÐÏÜÔÏÍÕ |E_{x;y}|(B) � C¯(B) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B. éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ¯ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ E_{x;y}.

ðÏÄŒÅÄÅÍ ÉÔÏÇÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.3. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ

∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(X) → B(H) } ⇄ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (B(X); wm) → (B(H); wo) } ⇄

⇄ { ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ

ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ Bor(X) → PR(H) }

âÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒŒÙÍ É ŒÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÙ Œ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ 7.5, Á ÂÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ŒÔÏÒÙÍ É ÔÒÅÔØÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ | Œ ÔÅÏ- ÒÅÍÅ 8.2.

îÁËÏÎÅÃ, ÏÂSSÅÄÉÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 7.7, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8.4. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, K ⊂ C | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ { ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

T ∈ B(H) : œ(T ) ⊂ K } ⇄ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(K) → B(H) } ⇄

⇄ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (B(K); wm) → (B(H); wo) } ⇄ { ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ Bor(K) → PR(H) }

œÏÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, É ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÅÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒËÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8.5 (ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ). ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(T ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E : Bor(K) → PR(H) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ T = ∫ K ˘ dE(˘): (8.5) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(K) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

f(T ) = ∫ K f(˘) dE(˘):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ- ŒÙÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E(B) = = E(B ∩ œ(T )) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B ⊂ K (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÅÒÁ E ĂÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁĄ ÎÁ œ(T )).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ Œ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , Á ÐÒÏÅËÔÏÒÙ E(B) (ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ B ⊂ K) | ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÏÒÁÍÉ. æÏÒÍÕÌÁ (8.5) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. ïÐÉÛÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÓÄŒÉÇÁ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 7.15 É 7.16^∗.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.3. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, E : Bor(K) → PR(H) | ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ

1) Ker(T − ˘1) = Im E({˘}) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ œ(T ). 2) œ_p(T ) = {˘ ∈ œ(T ) : E({˘}) ≠ 0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, Œ ÁÌÇÅÂÒÅ B(K) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (t − ˘)Ø_{{˘}} = 0 (ÚÄÅÓØ, ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÞÅÒÅÚ t ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ t(z) = =z). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_b, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (T − ˘1)E({˘}) = 0, Ô.Å. Im E({˘}) ⊂ Ker(T − ˘1). äÏËÁÖÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.8. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ S ∈ B(H) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ker S = Ker S^∗S. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÅÓÌÉ S ÎÏÒÍÁÌÅÎ, ÔÏ Ker S = Ker S^∗.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ker(T − ˘1) = Ker(T^∗ − —˘1). óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Ker(T − ˘1) É ÌÀÂÙÈ m; n ∈ Z_+ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

T^n(T^∗)^mx = ˘^n —˘^mx: (8.6)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ⊂ B(K) ÕÎÉÔÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ t É —t. ôÏÇÄÁ ÉÚ (8.6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(T )x = f(˘)x ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ P .

ôÅÐÅÒØ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ y ∈ H. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

f → ⟨f(T )x; y⟩ É f → f(˘)⟨x; y⟩

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (B(K); wm). ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ŒÙÛÅ, ÏÎÉ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ ÎÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ P ⊂ B(K). îÏ P ÐÌÏÔÎÁ Œ (B(K); wm) (ÐÏÞÅÍÕ?), ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ŒÓÅÊ B(K). œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÓÔÉ y ∈ H ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ f(T )x = f(˘)x ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(K) É ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Ker(T − ˘1). ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ f = Ø_{{˘}}, ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ E({˘})x = x, Ô.Å. x ∈ Im E({˘}). ó ÕÞÅÔÏÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ 1). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2) | ÜÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1).

8.3. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ{óÔÉÌÔØÅÓÁ

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ{ óÔÉÌÔØÅÓÁ. èÏÔÑ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÍÅÎÅÅ ÏÂÝÉÊ, ÞÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ, É ÄÁÅÔ ÍÅÎÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ | Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÓÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÏ- ÝÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÍÅÒÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ{ óÔÉÌÔØÅÓÁ. ðÕÓÔØ ’: [a; b] → R | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ

a = ˘_0 ¡ ˘_1 ¡ : : : ¡ ˘_n = b

ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ [˘_{i−1}; ˘_i] ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ ¸_i. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P (˘; ¸); ÅÇÏ ÄÉÁ- ÍÅÔÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ d = max_{1⩽i⩽n}(˘_i − ˘_{i−1}). œÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : [a; b] → C É ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ P (˘; ¸) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ

S(f; P (˘; ¸)) = n∑ i=1 f(¸_i)(’(˘_i) − ’(˘_{i−1})):

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏ I ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ{óÔÉÌ- ÔØÅÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ’, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ P (˘; ¸) Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÍÅÎØÛÅ ffi ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |S(f; P (˘; ¸)) − I| ¡ ”.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÉÛÕÔ I = ∫_b a f(˘) d’(˘):

åÓÌÉ ’(˘) ≡ ˘, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁÑ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ òÉÍÁÎÕ{óÔÉÌÔØÅÓÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ’ | ÎÅ- ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ PR(H). ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏŒÏ ĂÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑĄ ÉÍÅÌÏ ÓÍÙÓÌ, ÎÁÄÏ ÓÐÅÒŒÁ ŒŒÅÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏ- ÒÑÄËÁ Œ PR(H).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.9. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, P; Q ∈ ∈ PR(H) | ÐÒÏÅËÔÏÒÙ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) Im P ⊂ Im Q; 2) P Q = QP = P ;

3) ⟨P x; x⟩ � ⟨Qx; x⟩ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H; 4) Q − P ∈ PR(H).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.6. åÓÌÉ P; Q ∈ PR(H) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉ- ÑÍ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ P ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ Q, É ÐÉÛÕÔ P � Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.10. ðÕÓÔØ E : [a; b] → PR(H); E(˘) = E_˘ | ÎÅÕÂÙ- ŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ E_a = 0; E_b = 1_H .

1) ðÕÓÔØ f : [a; b] → C. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ{óÔÉÌ- ÔØÅÓÁ ∫ b a f(˘) dE_˘ ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ H É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

2) ðÏÌÏÖÉÍ T = ∫ b a ˘ dE_˘. ôÏÇÄÁ T^∗ = T , œ(T ) ⊂ [a; b], É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

f ∈ C[a; b] ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ f(T ) = ∫ b a f(˘) dE_˘.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ E : [a; b] → PR(H) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T = ∫ b a ˘ dE_˘ ∈ B(H). ïÐÉ- ÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T ∈ B(H) ŒÙÄÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ E.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ T = T^∗ ∈ B(H). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ œ(T ) ⊂ R (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 6.6), É ŒÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ (a; b], ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(T ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ

t_+(˘) = { ˘; ˘ � 0 0; ˘ ¡ 0 É t^−(˘) = { −˘; ˘ � 0 0; ˘ ¿ 0

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˘ ∈ [a; b] ÐÏÌÏÖÉÍ H_˘ = Ker(t − ˘)_+(T ), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E_˘ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ H_˘.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.7. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÑ E : [a; b] → PR(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.11. ðÕÓÔØ E^′ : Bor([a; b]) → PR(H) | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ T . ôÏÇÄÁ E_˘ = E^′([a; ˘]) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ [a; b].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.2. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÞÁÓÔÏ ÅÅ ÓÁÍÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12 (ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1) E_{a+ffi} = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ffi ¿ 0, É E_b = 1_H ; 2) E : [a; b] → PR(H); E(˘) = E_˘ | ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ; 3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ H ÆÕÎËÃÉÑ [a; b] → H; ˘ → E_˘x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓÐÒÁŒÁ;

4) T = ∫ b a ˘ dE_˘;

5) ÆÕÎËÃÉÑ E : [a; b] → PR(H) ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1){4) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ; 6) f(T ) = ∫ b a f(˘) dE_˘ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C[a; b].

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 5). ðÕÓÔØ E | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1), 2) É 4), É ÐÕÓÔØ E^′ | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÉÚ 4). œÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E_˘ � E^′([a; ˘]) � E_¯ ÐÒÉ ˘ ¡ ¯, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ 3). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.13. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ E : [a; b] → → PR(H) ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3), ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ E : [a; b] → (PR(H); wo).

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8.6. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ

ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ

T ∈ B(H) : œ(T ) ⊂ (a; b] ⇄ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÅ E : [a; b] → PR(H):

∃ffi ¿ 0 : E_{a+ffi} = 0, E_b = 1_H , É ˘ → E_˘x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ∀x

úÄÅÓØ ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÏ ŒÔÏÒÏÅ, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÅÒŒÏÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ E ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∫ b a ˘ dE_˘.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÁ ĂÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.14. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ, E : [a; b] → PR(H) | ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ˘_0 ∈ œ(T ). ôÏÇÄÁ

˘_0 ∈ œ_c(T ) ⇐⇒ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → E_˘x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ˘_0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H:

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÏÄÎÁ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, É Œ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ŒÉÄÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ. íÙ ÓÌÅÄÏŒÁÌÉ ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÎÉÇÁÍ [29, 30, 20] (Œ ÐÅÒŒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ | ÅÝÅ É Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ{óÔÉÌÔØÅÓÁ; ÓÒ. §8.3). óÍ. ÔÁËÖÅ [14, 10, 23, 26].

9. æõîëãéïîáìøîùå íïäåìé îïòíáìøîùè ïðåòáôïòïœ

íÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. óÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ | ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. îÁ- ÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÒÁÚÎÏŒÉÄÎÏÓÔØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÕÀ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_’ ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2(X; ¯). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌØÚÕ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÞÕŒÓÔŒÏŒÁÌÉ, ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÓÐÅËÔÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÇÒÕÐ- ÐÁÈ (ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 3).

9.1. íÏÄÕÌÉ, ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ

œÎÁÞÁÌÅ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. íÙ ÕÖÅ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÕÂÅÖÄÁÌÉÓØ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ | ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. œÙ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÑÚÙË ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÅÎ, ÞÅÍ ÑÚÙË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ŒËÒÁÔÃÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ.

ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÎÁÄ C), M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ, ÅÓÌÉ ÚÁ- ÄÁÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A × M → M; (a; x) → a · x ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (ab) · x = a · (b · x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A; x ∈ M. åÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ É 1 · x = x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ M, ÔÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ.

ðÕÓÔØ M | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_a : M → M, x → a · x. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → L (M); a → L_a | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ, Ô.Å. ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ A Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ß : A → L (M) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ A Œ M, ÔÏ M ÓÔÁÎÏŒÉÔ- ÓÑ ÌÅŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · x = ß(a)x (a ∈ A; x ∈ M). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÉ ÄŒÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ (ĂÍÏÄÕÌØ → ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅĄ É ĂÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ → ÍÏÄÕÌØĄ) ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ,

ÔÏ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ìÅŒÙÊ ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÅ- ŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A × M → M, (a; x) → a · x ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÕÐÒ. 2.8). ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ¿ 0, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖a · x‖ � � C‖a‖‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A É x ∈ M. üÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ L_a ∈ L (M) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É ‖L_a‖ � C‖a‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → B(M); a → L_a, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ïÂÒÁÔ- ÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ß : A → B(M) ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M, ÔÏ M ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ A- ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · x = ß(a)x (a ∈ A; x ∈ M).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. åÓÌÉ M; N | ÌÅŒÙÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙ A-ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÉÚ M Œ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ’ ∈ B(M; N) ÔÁ- ËÏÊ, ÞÔÏ ’(a · x) = a · ’(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A; x ∈ M. (éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ | ÜÔÏ ÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÅŒÙÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙ A-ÍÏÄÕÌÉ É ÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÀ; ÏÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A-mod. þÅÒÅÚ A-mod_1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÁÔÅ- ÇÏÒÉÑ Œ A-mod, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Œ A-mod, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÎÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ 1:

h_A-_{mod1} (M; N) = {’ ∈ h_A-_{mod}(M; N) : ‖’‖ � 1}:

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ A-mod_1 | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ ÍÏÄÕÌÅÊ (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 5.5).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÕÍÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ É ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÁÇÉ- ÒÕÀÔ ÎÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.3. ðÕÓÔØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ìÅ- ŒÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H ÓÏ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÝÅÊ ÅÇÏ Œ ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ⟨a · x; y⟩ = ⟨x; a^∗ · y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H; a ∈ A.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ A → B(H); a → L_a | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ïÂÒÁÔ-

9.1. íÏÄÕÌÉ, ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ 129

ÎÏ, ÅÓÌÉ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → B(H) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ H Œ ÌÅŒÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.1. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÒÍÉÎ ĂÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ ÍÏÄÕÌØĄ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Œ ËÁËÏÍ ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÉÎÑÔÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÓÍ. [36]). îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C^∗-ÍÏÄÕÌÑ. çÒÕ- ÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C^∗-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ÂÁÎÁÈÏŒ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ C^∗- ÁÌÇÅÂÒÏÊ A, ÎÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ A-ÚÎÁÞÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ⟨·; ·⟩: M × M → A. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C^∗-ÍÏÄÕÌØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C^∗-ÍÏÄÕÌÉ ÉÇÒÁ- ÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÏÎÉ ÎÁÍ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ. ï ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ Œ ËÎÉÇÁÈ [19] É [27].

çÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ A-mod, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ÞÅÒÅÚ A-Hmod. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ A-Hmod_1 ⊂ A-mod_1.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ Ó ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÎÁÄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒŒÏÄÉÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ A ÓÉÍŒÏÌÙ A-mod, A-Hmod É Ô.Ä. ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÅŒÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ (ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ) A-ÍÏÄÕÌÅÊ; Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄÅÔ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÑÚÙË ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÕÄÏÂÅÎ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÉÞÉÎÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅ- ÍÕ 6.7), ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ C | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÉÎŒÏÌÀ- ÔÉŒÎÙÅ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ C(K), Ô.Å. ÏÂSSÅËÔÙ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÉ C(K)-Hmod:

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ T Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÔÁËÉÅ,

ÞÔÏ œ(T ) ⊂ K

⇄ Ob(C(K)-Hmod) = Ob(C(K)-Hmod_1)

(9.1) ðÏÍÉÍÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ, Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(K)-ÍÏÄÕÌÅÊ ÅÓÔØ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÈ C(K)-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÍ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ĂÐÏÄ ÄÒÕÇÉÍ ÓÏÕÓÏÍĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ S ∈ B(H_1) É T ∈ B(H_2) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÉÈ ÓÐÅËÔÒÙ, U : H_1 → H_2 |

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) U ÕÎÉÔÁÒÅÎ É ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ S É T , Ô.Å. ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

H_1^S � U � H_1 U � H_2^T � H_2 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

2) U | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C(K)-Hmod_1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S ∈ B(H_1) É T ∈ B(H_2) ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ

⇐⇒ H_1 ∼= H_2 Œ C(K)-Hmod_1

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ É ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 9.1. åÓÌÉ A | (ÂÁÎÁÈÏŒÁ) ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ (ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ) A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · b = ab.

ðÒÉÍÅÒ 9.2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^n = A ⊕ : : : ⊕ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · (a_1; : : : ; a_n) = = (aa_1; : : : ; aa_n). ìÀÂÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ A^n, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. åÓÌÉ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A^n | ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖(a_1; : : : ; a_n)‖ =

∑_n i=1 ‖a_i‖ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÍÅÓÔÏ ∑ i ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ max_i | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É A = C(X), ÔÏ A^n ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ C(X; C^n) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C^n.

ðÒÉÍÅÒ 9.3. (äÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ). ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ß : E → X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ X. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ

`(X; E) = {f : X → E : f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ß ∘ f = 1_X }

ÑŒÌÑÅÔÓÑ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. éÚŒÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ÎÁÄ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ E ⊕ F ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ŒÉÄÁ X × C^N ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N. ðÏÜÔÏÍÕ

`(X; E) ⊕ `(X; F ) ∼= `(X; X × C^N ) ∼= C(X; C^N ) ∼= C(X)^N :

íÏÄÕÌØ P ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÍÕ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÏÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, `(X; E) | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. úÎÁÍÅÎÉ- ÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ óÅÒÒÁ{óÕÏÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÎÅÞ- ÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ C(X)-ÍÏÄÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ ` ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÄ X É ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ C(X)- ÍÏÄÕÌÅÊ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅÓÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÕ ÖÅ ĂÉÄÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀĄ ÎÁÇÒÕÚ- ËÕ, ÞÔÏ É ÐÅÒŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ; Œ ÓŒÏÅ ŒÒÅÍÑ (Œ 60-ÙÈ ÇÇ. ÐÒÏÛÌÏÇÏ ŒÅËÁ) ÏÎÁ ÐÏÓÌÕÖÉÌÁ ÓÔÉÍÕÌÏÍ ÄÌÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÏŒÏÊ ÄÉÓ- ÃÉÐÌÉÎÙ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ K-ÔÅÏÒÉÉ.

úÁÂÅÇÁÑ ŒÐÅÒÅÄ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓËÏÒÅ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ĂÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉĄ ÍÏÄÕÌÅÊ `(X; E) | ÍÏÄÕÌÑÍÉ ĂËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏÌÅÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒĄ ÉÌÉ, ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ĂÐÒÑÍÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒĄ.

ðÒÉÍÅÒ 9.4. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ¯ ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒ- ÓËÁÑ ÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(X; ¯) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ C(X)- ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 9.5. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, (X ; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, ’: X → X | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É Bor(X)). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ f ∈ C(X) É ËÁÖÄÏÊ g ∈ L^2(X ; ¯) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f · g ∈ L^2(X ; ¯) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f · g)(x) = f(’(x))g(x). ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), L^2(X ; ¯) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ L^2(X ; ¯)_’.

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)- ÍÏÄÕÌÅÊ, ËÒÏÍÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 9.5, ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ.

9.2. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÁÔØ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ | ÐÒÉÍÅÒÏÍ 9.4. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÎ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÅÓØÍÁ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.4. ðÕÓÔØ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, M | ÌÅŒÙÊ ÂÁÎÁ- ÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, x ∈ M. úÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ

Ax = {a · x : a ∈ A}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ x ∈ M, ÞÔÏ M = Ax, ÔÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ, Á x | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ M.

ðÒÉÍÅÒ 9.6. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ¯ ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÉÊ ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(X) ÐÌÏÔÅÎ Œ L^2(X; ¯) (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [15], ÇÄÅ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏËÁÚÁÎ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ X). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ L^2(X; ¯), ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 9.4, ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏÄÏÊÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ x ≡ 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)- ÍÏÄÕÌØ L^2(X; ¯) ⊕ L^2(X; ¯)?

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÐÒÉÍÅÒ 9.6 ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÓÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C(X)-ÍÏÄÕÌÉ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ŒŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ∗-ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ß : C(X) → B(H) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ∗-ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ~ß : B(X) → B(H), ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H) (ÓÍ. ÔÅÏ- ÒÅÍÕ 7.4). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÐÏ ÎÏÒÍÅ (ËÁË É ÌÀ- ÂÏÅ ∗-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ; ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 6.9). ðÏÜÔÏÍÕ H ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ B(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E : Bor(X) → PR(H) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÓÍ. §8.2); ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ E(B)x = Ø_B · x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B ⊂ X É ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ H É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ ¯_x ∈ M(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

¯_x(B) = ⟨E(B)x; x⟩ (B ∈ Bor(X)): (9.2)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ¯_x | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÅÒÁ E_{x;x} ÉÚ §8.1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ¯_x(B) = ‖E(B)x‖^2, ÔÁË ÞÔÏ ¯_x ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

⟨~ß(f)x; x⟩ = ∫ X f d¯_x (f ∈ B(X)) (9.3)

(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 8.1 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ¯_x-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ X ÓÉÍŒÏÌÏÍ [f] ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ¯_x.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ j_x : L^2(X; ¯_x) → H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ j_x([1]) = x. ðÒÉ ÜÔÏÍ j_x ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ, É Im j_x = C(X)x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏe ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉe

B(X) → L^2(X; ¯_x); f → [f]

| ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B^2(X; ¯_x) ⊂ ⊂ L^2(X; ¯_x) ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ L^2(X; ¯_x) (ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ).

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

⟨~ß(f)x; ~ß(g)x⟩ = ⟨~ß(f —g)x; x⟩ = ∫ X f —g d¯_x (9.4)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ B(X). ðÏÌÁÇÁÑ f = g, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f = 0 ¯_x-Ð.Œ., ÔÏ ~ß(f)x = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ

B(X) → H; f → ~ß(f)x

ĂÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑĄ ÞÅÒÅÚ B^2(X; ¯_x). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ j^0_x : B^2(X; ¯_x) → H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ j^0_x([f]) = = ~ß(f)x ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X). ïÞÅŒÉÄÎÏ, j^0_x | ÍÏÒÆÉÚÍ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9.4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, j^0_x ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ j_x : L^2(X; ¯_x) → H. ðÏÓËÏÌØËÕ [1] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ L^2(X; ¯_x), ŒÅËÔÏÒ x = j_x([1]) | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÄÌÑ Im j_x. ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ j_x.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏ- ÄÅÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É H | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÅÒÁ ¯ ∈ M(X); ¯ � 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ H ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ L^2(X; ¯) Œ C(X)-Hmod_1.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.5. îÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ∗- ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x ∈ H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

H = span{T^n(T^∗)^mx : n; m ∈ Z_+}:

œÅËÔÏÒ x ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ T .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.2. åÓÌÉ Œ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÏÎÏ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. îÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉÊ ⇐⇒ H | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(œ(T ))-ÍÏÄÕÌØ.

ó ÕÞÅÔÏÍ ŒÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.2. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÅÒÁ ¯ ∈ M(œ(T )); ¯ � 0 É ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : H → L^2(X; ¯), ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ T É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ M_t ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÕÀĄ:

H^T � U � H U � L^2(œ(T ); ¯)^{Mt} � L^2(œ(T ); ¯)

úÄÅÓØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_t ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M_tf)(x) = xf(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 9.1 É ÕÐ- ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ 9.1 É 9.3.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

ðÒÉÍÅÒ 9.7. (óÒ. ÐÒÉÍÅÒ 9.6). ðÕÓÔØ K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÎÁÂÖÅÎ- ÎÙÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ, M_t ∈ B(L^2(K)) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀĄ. ôÏÇÄÁ M_t | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ, Á ÆÕÎËÃÉÑ x ≡ 1 | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÌÑ M_t. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÅÒÁ ¯_1 ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ.

ðÒÉÍÅÒ 9.8. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ T_b ∈ B(‘^2(Z)) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ. œÅËÔÏÒ e_0 ∈ ‘^2(Z) (ŒÐÒÏÞÅÍ, ËÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ŒÅË- ÔÏÒ e_n ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ‘^2(Z)) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÄÌÑ T_b.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÐÉÛÉÔÅ ÍÅÒÕ ¯_{e0} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. åÓÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) | ∗-ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÊ, ÔÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙ. åÓÌÉ H ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.3. ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Ó ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÉÌÉ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁÍÉ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1. œÓËÏÒÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ËÒÁÔ- ÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ ∈ B(‘^2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ Œ L^2(R) É L^2(T) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ?

9.3. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ: ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ (Ô.Å. ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ) ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ: ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏ- ÄÕÌÀ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 9.5. ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_’, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ŒÉÄÁ L^2(X ; ¯) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M_’f)(x) = ’(x)f(x); ÚÄÅÓØ (X ; ¯) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, Á ’ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÎÁ X . ïÓÎÏŒÎÁÑ ÉÄÅÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏŒÁ: ÍÙ ŒÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÍ ÎÁÛ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÉÌÉ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ ÍÏÄÕÌØ) Œ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ, Á ÚÁÔÅÍ ĂÓËÌÅÉÍĄ ÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ Œ ÏÄÎÕ.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. ôÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅ- ÌÉ | ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ: ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÛÅ ÉÚÕÞÉÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ĂÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ËÉÒÐÉÞÉËÉĄ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ: ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ), ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÖÏÒÄÁ- ÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË), ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ). . . (íÏÖÅÔÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÏÔ ÓÐÉ- ÓÏË ÓŒÏÉÍÉ ÌÀÂÉÍÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ). œÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌÅÊ: Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÎÁÄ C[t], Œ ÔÒÅÔØÅÍ | ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ CG. œ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÄÍÏ- ÄÕÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ, Á Œ ÔÒÅÔØÅÍ (ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÈÏÒÏÛÉÍ ÓŒÏÊ-

ÓÔŒÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ CG) ÉÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÄÁÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ. ó ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ, ËÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÁËÏŒÁ: ÌÀÂÏÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ (ÎÏ ÎÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ!) ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ. äÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁŒÅ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ, Á ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ.

∗ ∗ ∗

éÔÁË, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉÄÁÄÉÍ ÆÒÁÚÅ ĂÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕĄ ÓÔÒÏÇÉÊ ÓÍÙÓÌ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.4. îÉÖÅ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÒÑÄÁÍÉ ŒÉÄÁ ∑ i∈I x_i, ÇÄÅ I | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ É x_i ∈ C. óÄÅÌÁÅÍ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ J = {i ∈ I : x_i ≠ 0} ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏ, É ÒÑÄ ∑ i∈J |x_i| ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ( ⇐⇒ ÐÒÉ ÌÀ- ÂÏÊ) ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ J. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ∑ i∈I x_i = ∑ i∈J x_i; ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ J.

ðÕÓÔØ {H_i}_{i∈I} | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.6. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {H_i}_{i∈I} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: _⨁ i∈I H_i = { x = (x_i) ∈ ∏ i∈I H_i : ∑ i∈I ‖x_i‖^2 ¡ ∞ } : õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ H = _ ⨁ i∈I H_i ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ∏ i∈I H_i. äÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÒÑÄ ∑ i∈I ⟨x_i; y_i⟩ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÆÏÒÍÕÌÁ ⟨x; y⟩ = ∑ i∈I ⟨x_i; y_i⟩ ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ H, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.5. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_i ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ H Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ H_i Ó ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ H É ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ H_i ⊂ H.

ðÒÉÍÅÒ 9.9. åÓÌÉ I = N É H_i = C ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, ÔÏ _ ⨁ i∈I H_i = ‘^2.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ I ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÐÏÎÑÔÎÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ‘^2(I).

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ÚÁÄÁÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_i∈B(H_i), ÐÒÉÞÅÍ sup_i‖T_i‖¡∞. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ T (x)=(T_ix_i)_{i∈I} (ÇÄÅ x = (x_i)_{i∈I} ∈ _ ⨁ i∈I H_i) ÚÁÄÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T Œ _ ⨁ i∈I H_i.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ‖T ‖ = sup_i ‖T_i‖.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.7. ïÐÅÒÁÔÏÒ T , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐ- ÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ {T_i}_{i∈I} É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ _ ⨁ i∈I T_i.

ðÒÉÍÅÒ 9.10. åÓÌÉ I = N É H_i = C ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, ÔÏ _ ⨁ i∈I T_i | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ Œ ‘^2.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÄÏËÁÖÅÍ ÐÒÏÓÔÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 9.1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ, H | ÌÅŒÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ‖a · x‖ � � ‖a‖‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A; x ∈ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ ÕŒÅÌÉ- ÞÉŒÁÅÔ ÎÏÒÍÕ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.9).

ïÂSSÅÄÉÎÑÑ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ Ó ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 9.9, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁ- ÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, {H_i}_{i∈I} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÌÅŒÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ _ ⨁ i∈I H_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅ- ŒÙÍ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · (x_i)_{i∈I} = (a · x_i)_{i∈I} .

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ H_i-ÙÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ H, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÚÑÔÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏ- ÌÏÞËÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏ- ŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, H | ÌÅŒÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, {H_i}_{i∈I} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ H. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ U : _ ⨁ i∈I H_i → H Œ A-Hmod ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ux = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H_i É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ U ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ, É Im U = ∑ i∈I H_i (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ).

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÈ. ëÌÀÞÅŒÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 9.2. ðÕÓÔØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, H | ÌÅ- ŒÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, H_0 ⊂ H | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ É H^⊥_0 | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ x ∈ H^⊥_0 É a ∈ A, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ H_0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ⟨a · x; y⟩ = ⟨x; a^∗ · y⟩ = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a · x ∈ H^⊥_0 .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁ- ÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, H | ÌÅŒÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {H_i}_{i∈I} ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ H, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ H = ∑ i∈I H_i. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, H ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ _ ⨁ i∈I H_i Œ A-Hmod_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ H. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ C ⊂ M ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ ff = ⋃ {fi : fi ∈ C} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ M É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ ÉÚ C. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ M ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ fl = {H_i}_{i∈I} . ðÏÌÏÖÉÍ H_0 = ∑ i∈I H_i É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ H_0 = H. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ H^⊥_0 ≠ 0, É H^⊥_0 | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ H ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ x ∈ H^⊥_0 ; ÔÏÇÄÁ Ax ⊂ H^⊥_0 | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÓÅÍ H_i-ÙÍ. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ fl. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, H_0 = H, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁ- ÌÏÓØ.

œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 9.1 ÜÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.3. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÌÅŒÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {¯_i}_{i∈I} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÅÒ ÎÁ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ H ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ _ ⨁ i∈I L^2(X; ¯_i) Œ C(X)-Hmod.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.4. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {¯_i}_{i∈I} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÂÏÒÅ- ÌÅŒÓËÉÈ ÍÅÒ ÎÁ œ(T ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÕ _ ⨁ i∈I M^{¯i}_t , ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ÏÐÅÒÁÔÏÒ M^{¯i}_t ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ L^2(œ(T ); ¯_i) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M^{¯i}_t f)(z) = zf(z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ H Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(œ(T ))- ÍÏÄÕÌØ (ÓÍ. (9.1)) É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.4 ÄÁÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ. ïÄÎÁËÏ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË: ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ T Œ ÓÕÍÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M^{¯i}_t , ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÉÎ ĂÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ËÉÒÐÉÞÉËĄ M^{¯i}_t ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁ- ÚÁÔØÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÅÒÙ ¯, ˚_1, ˚_2 ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M^¯_t ∈ B(L^2(K); ¯) ÂÙÌ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ M^{˚1}_t _⊕M^{˚2}_t .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.6. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÕËÁÚÁÎ- ÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.4, ŒÓÅ ÖÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ É ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. ðÕÓÔØ A É B | ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ, : A → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ëÁÖÄÙÊ ÌÅŒÙÊ ÂÁÎÁÈÏŒ B-ÍÏÄÕÌØ M ÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ËÁË ÌÅŒÙÊ ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÌÁÇÁÑ a · x = (a) · x ÄÌÑ a ∈ A; x ∈ M. åÓÌÉ u: M → N | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ B-mod, ÔÏ ÏÎ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É Œ A-mod ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ A ÎÁ M É N. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ^# : B-mod → A-mod. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ŒÄÏÌØ ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.

îÁÚŒÁÎÉÅ ĂÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁĄ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ | ŒÅÄØ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÚ A Œ B, ÆÕÎËÔÏÒ ^# ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÚ B-mod Œ A-mod (Á ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ). üÔÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÉÈ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ (Ô.Å. ÆÕÎËÔÏÒ ĂÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ → ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÕÎËÃÉÊĄ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ; ÓÍ. §5.5). œÏÔ ÔÉÐÉÞ- ÎÙÊ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 9.11. ðÕÓÔØ (X ; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ’: X → X | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É Bor(X)). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’^• : C(X) → L^∞(X ; ¯) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’^•(f) = f ∘ ’. ïÎ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÁ- ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ (’^•)^#: L^∞(X ;¯)-mod → C(X)-mod. åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ Ë L^2(X ; ¯) (ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ L^∞(X ; ¯)), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ C(X)-ÍÏÄÕÌØ L^2(X ; ¯)_’ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 9.5).

ôÅÏÒÅÍÁ 9.5 (Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ). ðÕÓÔØ X | ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÌÅŒÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X ; A ; ¯) É ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: X → X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ H ÉÚÏ- ÍÏÒÆÅÎ L^2(X ; ¯)_’ Œ C(X)-Hmod_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ H Œ ŒÉÄÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.3, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ X = ⨆ i∈I X_i, ÇÄÅ X_i = X ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ œ-ÁÌÇÅÂÒÕ A ⊂ 2^X É ÍÅÒÕ ¯: A → [0; +∞] ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: A = {⨆ i∈I B_i : B_i ∈ Bor(X_i) } ;

¯ (⨆ i∈I B_i ) = { ∑ i∈I ¯_i(B_i); ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ +∞ ÉÎÁÞÅ

îÁËÏÎÅÃ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: X → X, ÐÏÌÁÇÁÑ ’(x) = = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X_i É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ I.

þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ H É L^2(X ; ¯)_’, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ

H_i = {f ∈ L^2(X ; ¯)_’ : f = 0 Ð.Œ. ŒÎÅ X_i}:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ H_i ⊥ H_j ÐÒÉ i ≠ j. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U_i : L^2(X; ¯_i) → → H_i, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ f ∈ L^2(X; ¯_i) ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅÍ ŒÎÅ X_i, ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ C(X)-Hmod_1. ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÑ 9.10, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ U : _ ⨁ i∈I L^2(X; ¯_i) → → L^2(X ; ¯)_’, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ L^2(X; ¯_i) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó U_i, Á ÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ ∑ i∈I H_i. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ U ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f ∈ L^2(X ; ¯) É f ⊥ H_i, ÔÏ f = 0 Ð.Œ. ÎÁ X_i. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏ ÔÁË ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, ÔÏ f = 0 Ð.Œ. ÎÁ X . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (Im U)^⊥ = 0, É U | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

îÁ ÑÚÙËÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.6 (Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ). ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X ; A ; ¯) É ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’: X → C ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_’ ∈ B(L^2(X ; ¯)), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M_’f)(x) = ’(x)f(x).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.12. åÓÌÉ H ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, Á T ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ R, Á ÍÅÒÕ ¯ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÍÏÝÎÏÅ ÓÒÅÄ- ÓÔŒÏ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ĂÚÁÄÁÒÏÍĄ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ T Œ ŒÉÄÅ U^{−1}M_’U (ÇÄÅ U | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ T É M_’), É ÐÏÌÏÖÉÔØ f(T ) = U^{−1}M_{f ∘’}U. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ T (ÓÍ. ÕÐÒ. 7.15 É 8.7).

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.13. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Im T ÚÁÍËÎÕÔ ⇐⇒ 0 | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ œ(T ). 2) œÅÒÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ? œÅÒÎÁ ÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÊ \=⇒" ÉÌÉ \⇐="?

9.4. L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ

œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÏÓÎÏŒÎÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. íÙ ÕÖÅ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÚÁÐÁÓ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÕ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÅÇÏ ÓÔÒÏÅÎÉÉ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÅÇÏ ÓÐÅË- ÔÒÅ (ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 7). ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ É ÐÏÚŒÏÌÉÌ ÎÁÍ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÅÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÈ. åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ ÂÒÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÈÏÔÉÍ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ Œ ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ. îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÕ ÍÅÒÕ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ (X; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

L^∞(X; ¯) → (L^1(X; ¯))^∗; f → F_f ; ÇÄÅ F_f (g) = ∫ X fg d¯ ∀g ∈ L^1(X; ¯):

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÎÁ L^∞(X; ¯) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÁÂÁÑ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ œ(L^∞; L^1) (ÓÍ. §5.2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.14. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ¯ ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅ- ÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ.

1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C(X) → → L^∞(X; ¯), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ÅÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯, ÐÌÏÔÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ B(X) → L^∞(X; ¯) ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ L^∞(X; ¯).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ¯ ∈ M(K) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒ- ÓËÁÑ ÍÅÒÁ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÞÅÒÅÚ t ∈ L^∞(K; ¯) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(z) = z (z ∈ K) | ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.8. L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ T ÎÁ (K; ¯) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_∞ : L^∞(K; ¯) → B(H), ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ L^∞(K; ¯) É ÓÌÁÂÏ- ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H) É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_∞(t) = T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.15. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÎÁ (K; ¯) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÏÇÄÁ:

1) ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ; 2) œ(T ) ⊂ K; 3) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

B(K)^{flb} � � B(H)

L^∞(K; ¯)

fl_∞ � � � �

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. (úÄÅÓØ fl_b | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T , Á ŒÅÒÔÉËÁÌØ- ÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÓÍ. ÕÐÒ. 9.14).

åÓÌÉ ÐÒÏ ÍÅÒÕ ¯ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ L^∞- ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉ- ÍÅÒ!). îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÕ T ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ ¯ ÎÁ œ(T ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . óÔÒÏÉÔØ ÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ, ß: C(X)→B(H)

É ~ß : B(X) → B(H) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, E : Bor(X) → → PR(H) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 8.3).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.9. îÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ∈ M(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ H, ÅÓÌÉ ÄÌÑ B ∈ Bor(X) ÕÓÌÏŒÉÑ E(B) = 0 É ¯(B) = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅ- ÒÙ. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ

ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.10. ðÕÓÔØ ¯; ˚ | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ A , ˚ � 0.

1) çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ¯ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚, ÅÓÌÉ ÉÚ ˚(A) = 0; A ∈ A ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(A) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÉÛÕÔ ¯ ≪ ˚.

2) åÓÌÉ ¯ � 0, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ¯ É ˚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (É ÐÉÛÕÔ ¯ ∼ ˚), ÅÓÌÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ¯ ≪ ˚ É ˚ ≪ ¯, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÄÌÑ A ∈ A ÕÓÌÏŒÉÑ ˚(A) = 0 É ¯(A) = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.7 (òÁÄÏÎ, îÉËÏÄÉÍ). ðÕÓÔØ ¯; ˚ | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ A , ÐÒÉÞÅÍ ˚ � 0. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) ¯ ≪ ˚;

(ii) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ˚-ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ æ: X → C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ¯(A) = ∫ A æ d˚ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A (Ô.Å., Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÇÌÁŒÙ 7, ¯ = æ · ˚);

(iii) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ˚(A) ¡ ffi, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ |¯|(A) ¡ ”.

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ¯ � 0, ÔÏ É æ � 0 ˚-Ð.Œ. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎË- ÃÉÉ æ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. æÕÎËÃÉÑ æ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ d¯ d˚ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ¯ ÐÏ ˚ (ÉÌÉ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔØÀ ¯ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.7. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ | ÜÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (i)⇒(ii) Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (ii)⇒(iii) | ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, Á ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (iii)⇒(i) ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

∗ ∗ ∗

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.11. œÅËÔÏÒ x ∈ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÍ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ~ß, ÅÓÌÉ ÄÌÑ f ∈ B(X) ÉÚ ~ß(f)x = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~ß(f) = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.4. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ x ∈ H | ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ, ÔÏ ÍÅÒÁ ¯_x (ÓÍ. (9.2)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ¯_x(B) = ‖E(B)x‖^2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏ- ÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B ⊂ X. ðÏÜÔÏÍÕ ¯_x(B) = 0 ⇐⇒ E(B)x = 0 ⇐⇒ E(B) = = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

éÔÁË, ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÓŒÅÌÓÑ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.5. åÓÌÉ H ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÔÏ Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔ- ÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ H Œ ŒÉÄÅ H = ∑ i∈I H_i, ÇÄÅ H_i | ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ Œ H (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 9.3). éÚ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ H ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ I ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ I = N ÉÌÉ I = {1; : : : ; n}. äÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ i ∈ I ŒÙÂÅÒÅÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ x_i ∈ H_i; ‖x_i‖ = 1, É ÐÏÌÏÖÉÍ x = ∑ i x_i 2^i

. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ x | ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ~ß(f)x = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ f ∈ B(X), ÔÏ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ H_i-ÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~ß(f)x_i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I. ðÏÓËÏÌØËÕ x_i | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÅË- ÔÏÒ ÄÌÑ H_i, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~ß(f)|_{Hi} = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, Ô.Å. ~ß(f) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x | ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ: Á ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÉÅ ÓËÁ- ÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ ÄÌÑ H, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕËÁÚÁÎÙ Œ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÉ 9.4? ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÏÇÏ H:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.17. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ x (ÜÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÔÁË, ÅÓÌÉ H ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ).

1) åÓÌÉ ˚ ∈ M(X); ˚ � 0 É ˚ ≪ ¯_x, ÔÏ ˚ = ¯_y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ H.

2) ìÀÂÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¯_y ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÒÕÇÏÇÏ) ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ y ∈ H.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ É ÎÅ ÔÒÅ- ÂÏŒÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÑ ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.18^∗. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: 1) Œ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ; 2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¯_y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ y ∈ H.

õËÁÚÁÎÉÅ. ëÌÀÞÅŒÏÊ ÍÏÍÅÎÔ | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ: ÅÓÌÉ ÎÅËÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ÍÅÒ {¯_i : i ∈ I} Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ¯(B) = 0 ⇐⇒ ¯_i(B) = 0 ∀i ∈ I, ÔÏ ÏÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅ ÂÏ- ÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÍÕ ÅÇÏ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔŒÕ.

ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÎÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ H) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.5 ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.19. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÎÅÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ � 0 ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ¯({x}) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X, ÔÏ ¯(X \ S) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ⊂ X.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.6. ðÕÓÔØ ¯ | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H. ôÏÇÄÁ Ker ~ß = {f ∈ B(X) : f = 0 ¯_x-Ð.Œ. ∀x ∈ H} = {f ∈ B(X) : f = 0 ¯-Ð.Œ.}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B ⊂ X ÉÍÅÅÍ ¯(B) = 0 ⇐⇒ E(B) = 0 ⇐⇒ ‖E(B)x‖^2 = 0 ∀x ∈ H ⇐⇒ ¯_x(B) = 0 ∀x ∈ H: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖~ß(f)x‖^2 = ∫ X |f|^2d¯_x.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÓÄÅ- ÌÁÅÍ ÏÄÎÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÏÂ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.12. ðÕÓÔØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. äŒÕÓÔÏÒÏÎ- ÎÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ∗-ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ I ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ a^∗ ∈ I.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.20. åÓÌÉ I | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ∗-ÉÄÅÁÌ Œ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ (a + I)^∗ = a^∗ + I. åÓÌÉ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁ- ÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A=I, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÆÁËÔÏÒÎÏÒÍÏÊ É ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒŒÅ- ÄÅÎÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.8. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ß : C(X) → B(H) | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ~ß | ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ B(X), ¯ ∈ M(X) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓËÁ- ÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ß_∞ : L^∞(X; ¯) → B(H), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ:

B(X)^{ß̃} � � B(H)

L^∞(X; ¯)

ß_∞ � � � �

ðÒÉ ÜÔÏÍ ß_∞ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ ÎÁ L^∞(X; ¯) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ß_∞ ÏÞÅŒÉÄÎÁ; ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ I_0 = Ker ~ß; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ∗-ÉÄÅÁÌ Œ B(X). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ß_∞ : B(X)=I_0 → B(H); f + I_0 → ~ß(f):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ß_∞ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.6, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗- ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ B(X)=I_0 → L^∞(X; ¯), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ f + I_0 Œ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11). ïÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÑ ÁÌÇÅÂÒÙ B(X)=I_0 É L^∞(X; ¯), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ß_∞ : L^∞(X; ¯) → B(H).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ß_∞ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ x; y ∈ H ÐÏÄÏÂÒÁÔØ æ ∈ L^1(X; ¯) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ‖ß_∞(f)‖_{x;y} � ‖f‖_æ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ L^∞(X; ¯): (9.5) éÔÁË, ÐÕÓÔØ x; y ∈ H. ôÏÇÄÁ

‖ß_∞(f)‖_{x;y} = |⟨~ß(f)x; y⟩| = | | ∫ X f dE_{x;y} | | (9.6)

(ÚÄÅÓØ ÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌ f ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E_{x;y} ≪ ¯. ðÏÌÏÖÉÍ æ = dE_{x;y}=d¯; ÔÏÇÄÁ ÉÚ (9.6) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

‖ß_∞(f)‖_{x;y} = | | ∫ X fæ d¯ | | = ‖f‖æ;

ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (9.5). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß_∞ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.

ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ĂŒ ÌÏÂĄ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ É ŒÙ- ŒÅÓÔÉ ÅÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.22^∗. ðÕÓÔØ A; B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ, ’: A → → B | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ’ ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÎ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ: Á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ŒÚÑÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÕÀ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.23. ëÁËÏÊ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÅÒÁ ¯ ∈ M(X); ¯ � 0, ÞÔÏ- ÂÙ ÄÌÑ ÎÅÅ ÂÙÌÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.8? (îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÏÂ- ÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ.)

œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÔÅÏÒÅÍÁ 9.8 ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.9. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÊ œ(T ), ¯ ∈ M(K) | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . ôÏÇÄÁ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÎÁ (K; ¯) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÁÈ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ (ÓÒ. ÕÐÒ. 7.17). þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÓÍÙÓÌ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ É ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÙÅ ÍÅÒÙ. äÌÑ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.13. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÏÓÉÔÅÌØ ÍÅÒÙ ¯ ∈ M(X) | ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ supp ¯ ⊂ X, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x =∈ supp ¯ ⇐⇒ ∃ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x : ¯(U) = 0:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, supp ¯ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.8. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÍÅÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÄÎÁËÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ĂÎÏÓÉÔÅÌØ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÁÒÔÉËÌÅÍĄ). îÏÓÉÔÅÌØ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.24. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅ- ÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, ¯ | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊃ œ(T ). ôÏÇÄÁ supp ¯ = œ(T ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ K; K_1 ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔÙ, œ(T ) ⊂ K_1 ⊂ K, É ¯ ∈ M(K) | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ T ∈ B(H). ôÏÇÄÁ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ¯|_{Bor(K1)} ∈ M(K_1) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.25. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fl^K_∞ É fl^{K1}_∞ L^∞-ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ T ÎÁ K É K_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÞÅ- ÒÅÚ r_{KK1} : L^∞(K; ¯) → L^∞(K_1; ¯) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

L^∞(K; ¯)

r_{KK1} �

fl^K_∞ � � B(H)

L^∞(K_1; ¯)^{flK1∞} � �

ðÏÓËÏÌØËÕ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÂÏÒÅÌÅŒ- ÓËÉÍ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.15) É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊃ ⊃ œ(T ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÍÅÓÔÏ fl_∞(f) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ f(T ) | ËÁË É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÈÓÑ ÎÁÍ ÒÁÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÎÅÔ Õ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.26 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, ¯ | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊃ œ(T ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ L^∞(K; ¯) ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

œ(f(T )) = { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ÎÁ œ(T ) }:

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

ï ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ É ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ Œ [29]. ñÚÙË ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ; ÓÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ËÎÉÇÕ ò. äÕÇÌÁÓÁ É œ. ðÏÌÓÅÎÁ [36]. õÐÏ- ÍÑÎÕÔÁÑ ÍÉÍÏÈÏÄÏÍ ÔÅÏÒÅÍÁ óÅÒÒÁ{óÕÏÎÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÌÅË- ÃÉÑÈ í. áÔØÉ [1]. ôÅÏÒÅÍÕ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏ- ÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ [30, 14, 23]; ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÎÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ [15, 14, 9]. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ É L^∞- ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÍ. ÕÞÅÂÎÉË äÖ. ëÏÎŒÅÑ [35].

10. ôåïòéñ ëòáôîïóôé

œÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ker(T − ˘1). þÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ ÓÐÅËÔÒÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ? ôÅÏÒÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ, ÄÁÅÔ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œÐÒÏÞÅÍ, ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÄÁÖÅ ÎÅ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÄÁÅÔ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏŒÕ ĂËÒÁÔÎÏÓÔØĄ, Á Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÁÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÎÁÂÏÒÙ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓÙ Ï ÔÏÍ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÄŒÁ ÄÁÎÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙÍÉ ÉÌÉ ÎÅÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÏÒÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÎÅËÕÀ ËÒÁÓÉŒÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ (ÐÏ ÒÑÄÕ ÐÒÉÞÉÎ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÕÀ, ÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÊ ÇÌÁŒÙ), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ, ÄÁŒÁÊÔÅ ŒÎÁ- ÞÁÌÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ H | ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(H) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, H ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T : H = _⨁ ˘∈œ(T )

H(˘); ÇÄÅ H(˘) = Ker(T − ˘1_H ): (10.1)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ T = _⨁ ˘∈œ(T )

˘1_{H(˘)}: (10.2)

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m_T ÎÁ œ(T ) ÆÏÒÍÕÌÏÊ m_T (˘) = = dim H(˘). ôÏÇÄÁ ÐÁÒÁ (œ(T ); m_T ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÕÎÉÔÁÒ-

ÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T :

S É T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ⇐⇒ œ(S)=œ(T ) É m_S =m_T (10.3)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. åÓÌÉ œÙ ÒÁÎØÛÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÜÔÉÍ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (10.1) É (10.2) É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (10.3) ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ëÏÎÅÞÎÏ, H(˘) ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙ- ÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ (ËÁË œÙ ÚÎÁÅÔÅ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Õ T ŒÏÏÂÝÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ); ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÂÕ- ÄÕÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ H. á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (10.1) É (10.2) ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ Œ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ĂÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌĄ.

îÁ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÅÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ Œ ÔÅÏÒÉÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁŒÙ ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ĂÓÔÒÏÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍĄ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÉÌÉ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÍÏ- ÄÕÌÑ) ÓÌÕÖÁÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ H_i (i ∈ I), ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ŒÉÄÁ L^2(œ(T ); ¯_i) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÙ ¯_i ÎÁ œ(T ) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 9.3 É 9.4). äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 9.5) ÍÙ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ĂÓËÌÅÉÌÉĄ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÍÅÒÏÊ (œ(T ); ¯_i) É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ f(t) = t (ÓÍ. ÒÉÓ:)

(œ(T );¯_1 ) (œ(T );¯_2 ) (œ(T );¯_3 )

. . .

(X ; ¯)

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X ; ¯) É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÎÁ ÎÅÍ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓ- ÈÏÄÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_’ Œ L^2(X ; ¯).

íÏÖÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ĂÐÒÉËÌÅÉŒÁÔØĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (œ(T ); ¯_i) ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ, Á ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÉÈ ĂÄÒÕÇ ÎÁÄ ÄÒÕÇÏÍĄ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÐÒÏÅËÔÉ-

ÒÏŒÁÌÉÓØ ÎÁ œ(T ):

œ(T ) · · · · · · · · · · · ·

˘

(œ(T );¯_1 )

(œ(T );¯_2 )

(œ(T );¯_3 )

. . .

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÙÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏÌÅÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÒÙŒÙ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ĂÎÁ i-ÏÍ ÜÔÁÖÅĄ ÉÚÏ- ÂÒÁÖÅÎÁ ÎÅ ŒÓÑ i-ÁÑ ËÏÐÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ œ(T ), Á ÔÏÌØËÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÍÅÒÙ ¯_i. þÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÎÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Ô.Å. ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ĂÓÌÏÑĄ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ ˘ ∈ œ(T ) | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T , ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕĄ ÓÌÏÅŒ ÎÁÄ ÔÏÞËÁÍÉ œ(T ); ÓÁÍ ÖÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ ĂÓËÌÅÅÎĄ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ T_˘, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÌÏÅ ÎÁÄ ˘ ∈ œ(T ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ˘.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ H ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÓÐÅËÔÒ œ(T ) ËÏÎÅÞÅÎ, É ÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÏÊ ˘ ĂŒÉÓÉÔĄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÏ H(˘). ôÉÐÉÞÎÙÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ M_t, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ L^2[0; 1] ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (M_tf)(t) = tf(t). ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2[0; 1] ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊĄ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ C_˘ (ÐÏ ŒÓÅÍ ˘∈[0;1]), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_t | ĂÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ˘ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C_˘.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÓÔÒÏÇÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÍ.

10.1. éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÐÒÑÍÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÐÕÓÔØ {H(˘) : ˘ ∈ X} | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ ˘∈X H(˘) ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ ÜÔÏ- ÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ Œ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÉ, ÞÔÏ ∏ ˘∈X H(˘) = { u: X → ⨆ ˘∈X H(˘) : u(˘) ∈ H(˘) ∀˘ ∈ X } : ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H(˘) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÏÅÍ ÎÁÄ ˘ ∈ X.

çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ { ÜÔÏ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ {H(˘) : ˘ ∈ X}, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÅ- ÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÂÒÁÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÈÏ- ÔÉÍ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. éÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ: ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÌÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ) ÎÁÄ (X; A ) | ÜÔÏ ÐÁÒÁ H = ( {H(˘) : ˘ ∈ X}; F ) , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ {H(˘) : ˘ ∈ X} É ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F ⊂ ∏ ˘∈X H(˘), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

(1) ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ u; v ∈ F ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → ⟨u(˘); v(˘)⟩ ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÎÁ X;

(2) ÅÓÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ u ∈ ∏ ˘∈X H(˘) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → ⟨u(˘); v(˘)⟩ ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ F , ÔÏ u ∈ F ;

(3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {u_n}^∞_{n=1} ⊂ F ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ span{u_n(˘)}^∞_{n=1} = H(˘).

üÌÅÍÅÎÔÙ F ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ H .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H(˘) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ. üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁ ÐÅÒ- ŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÎÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÇÒÁÅÔ ŒÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ. œÐÒÏÞÅÍ, Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÇÌÁŒÅ ÎÁÍ ÕÖÅ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÎÁÌÁÇÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØ- ÎÏÓÔÉ | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÓÔÒÏÉÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ôÅÏÒÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÚÁÍÅÔÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ŒÉÄ, É ÍÙ ÅÀ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 10.1. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ H(˘) = C ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X É ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ F ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X.

ðÒÉÍÅÒ 10.2 (ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u: X → H ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → → ⟨u(˘); x⟩. ðÏÌÏÖÉÍ H(˘) = H ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X, É ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ F ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ H.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ (1){(3).

ðÒÉÍÅÒ 10.3 (ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ X = ⨆ n∈N X_n, ÇÄÅ X_n ∈ A . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÚÁ- ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_n É ÐÏÌÏÖÉÍ

H(˘) = H_n ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˘ ∈ X_n. ðÕÓÔØ F = { u ∈ ∏ ˘∈X H(˘) : u|_{Xn} : X_n → H_n ÉÚÍÅÒÉÍÁ ∀n ∈ N } : õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ (1){(3).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÉÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ËÒÏÍÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ. þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ÎÁÄÏ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.2. ðÕÓÔØ H = ( {H(˘) : ˘ ∈ X};F ) É H^′ = ( {H^′(˘) :

˘ ∈ X}; F^′ ) | ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ (X; A ). íÏÒ- ÆÉÚÍ (ÉÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÌÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ) T : H → H^′ | ÜÔÏ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ {T (˘) ∈ B(H(˘); H^′(˘)) : ˘ ∈ X} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ F ÓÅÞÅÎÉÅ T u ∈ ∏ ˘∈X H^′(˘), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (T u)(˘) = = T (˘)u(˘), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ F^′.

åÓÌÉ ¯ | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ A , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ T : H → H^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ¯-ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → ‖T (˘)‖ ¯-ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

íÏÒÆÉÚÍ T : H → H^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ T (˘) | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X.

ðÒÉÍÅÒ 10.4 (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ). ðÕÓÔØ f : X → C | ÉÚ- ÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ D_f : H → H ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D_f (˘) = f(˘)1_{H(˘)} (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ D_f ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |f(˘)| = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.3. éÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 10.2).

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÞÅÒÅÚ N ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ĂÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌĄ N ∪ {0} ∪ {∞}.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.1. ðÕÓÔØ H | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ (X; A ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ X_n = {˘ ∈ X : dim H(˘) = n}. ôÏÇÄÁ X_n ∈ A , É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ H |_{Xn} ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, H ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 10.3). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.2 (ÄÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ). ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÊ: ŒÅÄØ ÎÅ ŒÓÅ ÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÙ! îÏ ÔÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ | ÎÁÕËÁ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ĂÍÑËÇÁÑĄ, ÞÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÒÅÚÏË É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÏ ËÁË ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÎÉ ÎÉÞÅÍ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ É Ó ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ. . .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (îÁÂÒÏÓÏË). œÙÂÅÒÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉ- ÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ {u_n}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ (3) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 10.1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I ⊂ N É ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ ffi_I É ´_n ÎÁ X ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

ffi_I (˘) = | |det(⟨u_i(˘); u_j (˘)⟩)_{i;j∈I} | |; ´_n(˘) = sup{ffi_I (˘) : I ⊂ N; CardI = n}:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ffi_I , Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ´_n A -ÉÚÍÅÒÉÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ (3) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 10.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim H(˘) ¡ n Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ´_n(˘) = 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y_n = {˘ ∈ X : ´_n(˘) = 0} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_n = Y_{n+1} \ Y_n, X_0 = Y_1 É X_∞ = X \

⋃_∞ n=0 X_n ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ A .

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ H ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ X_n, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = X_n.

ìÅÍÍÁ 10.1. ðÕÓÔØ H | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÒÉ- ÞÅÍ dim H(˘) = n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X (ÚÄÅÓØ n ∈ N). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ {e_i}^n_{i=1} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ {e_i(˘)}^n_{i=1} | ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ H(˘) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÚØÍÉÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {u_i} ÔÁËÏÅ, ËÁË ŒÙÛÅ, É ÐÏÄÐÒÁŒØÔÅ u_1: ŒÎÁÞÁÌÅ ÄÏÂÁŒØÔÅ Ë ÎÅÍÕ ÓÕÍÍÕ ŒÉÄÁ ∑ i⩾2 f_iu_i (ÇÄÅ f_i | ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ u^′_1 ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌÏÓØ Œ ÎÕÌØ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅ e_1 = u^′_1=‖u^′_1‖. äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÎÉÔÅ ËÁÖÄÏÅ u_i (ÐÒÉ i � 2) ÎÁ u^′_i = u_i − ⟨u_i; e_1⟩e_1; ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÅÞÅ- ÎÉÑ ÂÕÄÕÔ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ e_1. ïÔÂÒÏÓØÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ É ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ Ó ÏÓÔÁŒÛÉÍÉÓÑ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÞÔÏ É Ó u_i-ÙÍÉ; ÜÔÏ ÄÁÓÔ e_2, É Ô.Ä. îÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÕÖÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {e_i}.

äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÚÑÔØ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H^′_n Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {e^′_i}^n_{i=1} É ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T_n ÉÚ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ X_n

ÓÏ ÓÌÏÅÍ H^′_n Œ H |_{Xn} ÆÏÒÍÕÌÏÊ T (˘)e^′_i = e_i(˘). îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ H^′ | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÐÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ {X_n} ÓÏ ÓÌÏÅÍ H^′_n ÎÁ ËÁÖÄÏÍ X_n. ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ T : H^′ → H , ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó T_n ÎÁ ËÁÖÄÏÍ X_n, ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!), ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. ðÕÓÔØ {H(˘) : ˘ ∈ X} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, F É F^′ | ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1){(3) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 10.1. ôÏÇÄÁ F = F^′.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. ðÕÓÔØ (X; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, H | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ (X; A ), F | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.4. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

L^2(X; H ) = {u ∈ F : ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → ‖u(˘)‖^2 ¯-ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ }:

üÌÅÍÅÎÔÙ L^2(X; H ) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ H .

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ L^2(X; H ) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ F . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÎÅÍ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

⟨u; v⟩ = ∫ X ⟨u(˘); v(˘)⟩ d¯(˘): (10.4)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.5. æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

L^2(X; H )={u : u = 0 ¯-Ð.Œ.}

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ∫ ⊕ X H(˘) d¯(˘) ÉÌÉ `^2(X; H ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑ- ÍÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {H(˘) : ˘ ∈ X} ÐÏ ÍÅÒÅ ¯.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.3. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙÞÎÙÈ L^2-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÍÙ ÞÁ- ÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ Œ ÒÅÞÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ `^2(X; H ) ĂÓÅÞÅÎÉÑÍÉĄ (ÈÏÔÑ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÅÞØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ Ï ËÌÁÓÓÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ).

æÏÒÍÕÌÁ (10.4), ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÎÁ `^2(X; H ) É ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÅÇÏ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. `^2(X; H ) | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ðÒÉÍÅÒ 10.5. ðÕÓÔØ X = {1; : : : ; n}, ÇÄÅ n ∈ N, É ÐÕÓÔØ ¯({k}) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k (ĂÓÞÉÔÁÀÝÁÑĄ ÍÅÒÁ). ôÏÇÄÁ ∫_⊕ X H(˘) d¯(˘) ∼= _⨁ 1⩽k⩽n H(k):

ðÒÉÍÅÒ 10.6. ðÕÓÔØ H | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ C. ôÏÇÄÁ ∫_⊕ X H(˘) d¯(˘) ∼= L^2(X; ¯):

ðÒÉÍÅÒ 10.7. ðÕÓÔØ H | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ H. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L^2_H (X; ¯) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ¯- ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ u: X → H, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → ‖u(˘)‖^2 ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É ŒŒÅÄÅÍ ÔÁÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (10.4). ôÏ- ÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ∫_⊕ X H(˘) d¯(˘) ∼= L^2_H (X; ¯):

ðÒÉÍÅÒ 10.8. ðÕÓÔØ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ X = ⨆ n X_n, ÇÄÅ X_n ∈ A ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, É ÐÕÓÔØ H(˘) = H_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X_n É ŒÓÅÈ n ∈ N (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 10.3). ôÏÇÄÁ ∫_⊕ X H(˘) d¯(˘) ∼= _⨁ n∈N L^2_{Hn} (X_n; ¯):

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.2 (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁ- ÌÁ). ðÕÓÔØ H | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ (X; A ; ¯). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ X_n = {˘ ∈ X : dim H(˘) = n}. ðÕÓÔØ H_∞ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {e_k}_{k∈N}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ H_n = span{e_1; : : : ; e_n} É H_0 = {0}. ôÏÇÄÁ ∫_⊕ X H(˘) d¯(˘) ∼= { u ∈ L^2_{H∞} (X; ¯) : u(˘) ∈ H_n ÄÌÑ Ð.Œ. ˘ ∈ X_n; ∀n ∈ N } : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 10.1 É ÐÒÉÍÅÒ 10.8.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÎÑ- ÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.6. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H ÎÁÄ (X; A ; ¯) ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ¯({˘ ∈ X : H(˘) = 0}) = 0.

ëÁÖÄÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ, ÎÅ ÉÚ- ÍÅÎÉŒ ÅÇÏ ÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ X_+ = {˘ ∈ X : H(˘) ≠ 0}, É ŒŒÅÄÅÍ ÎÏŒÕÀ ÍÅÒÕ ¯^′ ÎÁ X ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ¯^′(Y ) = ¯(Y ∩ X_+) ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ A .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ÎÁÄ (X; A ; ¯^′), É ∫_⊕ X H(˘) d¯(˘) ∼=

∫_⊕ X H(˘) d¯^′(˘):

éÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚÍÅÒÉÍÏÍÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÅÇÏ ÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. ëÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ T : H → H^′ | ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÄ (X; ¯). ôÏ- ÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ L^2(X; H ) ÓÅÞÅÎÉÅ T u ÌÅÖÉÔ Œ L^2(X; H^′). ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ —T : `^2(X; H ) → `^2(X; H^′), ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ u Œ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ T u. ïÐÅÒÁÔÏÒ —T ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ‖ —T ‖ � ess sup_{˘∈X} ‖T (˘)‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ C = ess sup_{˘∈X} ‖T (˘)‖. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ L^2(X; H ) ÍÙ ÉÍÅÅÍ ‖T (˘)u(˘)‖^2 � C^2‖u(˘)‖^2 ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X, ÔÁË ÞÔÏ T u ∈ L^2(X; H^′). éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖T u‖^2 � C^2‖u‖^2, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ‖ —T ‖ = = ess sup_{˘∈X} ‖T (˘)‖.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.7. ïÐÅÒÁÔÏÒ —T , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 10.1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ T ={T (˘):˘∈X} É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫ ⊕ X T (˘) d¯(˘). ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ `(X; H ) Œ `(X; H^′), ÉÍÅ- ÀÝÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ŒÉÄ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ (ÐÏ ÆÏÎ îÏÊÍÁÎÎÕ).

ðÒÉÍÅÒ 10.9. œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 10.5, ÍÙ ÉÍÅ- ÅÍ —T = _ ⨁ 1⩽k⩽n T (k). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ĂÄÉÓËÒÅÔÎÏÍĄ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ

(X; ¯) | ÜÔÏ ÓÞÅÔÎÏÅ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏ ĄÓÞÉÔÁÀÝÅÊĄ ÍÅÒÏÊ, ÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÇÌÁŒÕ).

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂÍÏÄÅÌØÎÙÍĄ.

ðÒÉÍÅÒ 10.10. ðÕÓÔØ H | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ (X; ¯). ëÁÖÄÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÚÁÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

—D_f =

∫_⊕ X f(˘)1_{H(˘)} d¯(˘);

ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H = ∫ ⊕ X H(˘) d¯(˘). üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁÓÓÏ- ÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ D_f (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 10.4). ïÐÅÒÁÔÏ- ÒÙ Œ H, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÉÄÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕ- ÅÍÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 10.11. åÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ (X; ¯) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N ÓÏ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÏÊ, É ÐÏÌÏÖÉÔØ H(n) = C ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÛ ÓÔÁÒÙÊ ÚÎÁËÏÍÙÊ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ‘^2 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.1). åÓÌÉ ÖÅ (X; ¯) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ C, ÔÏ —D_f | ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_f : L^2(X; ¯) → L^2(X; ¯) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.2).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ —D_f ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ¯-ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f, Ô.Å. ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ L^∞(X; ¯). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) —D_1 = 1;

2) —D_{fff +fig} = ff —D_f + fi —D_g (f; g ∈ L^∞(X; ¯); ff; fi ∈ C);

3) —D_{f g} = —D_f —D_g (f; g ∈ L^∞(X; ¯));

4) —D¯_f = —D^∗_f (f ∈ L^∞(X; ¯)).

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

L^∞(X; ¯) → B

(∫_⊕ X H(˘) d¯(˘) ) ; f → —D_f ; (10.5)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ∫ ⊕ X H(˘) d¯(˘) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÙÍ L^∞(X; ¯)-ÍÏÄÕÌÅÍ.

çÉÌØÂÅÒÔÏŒ ÍÏÄÕÌØ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ, ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂÍÏÄÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍĄ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÍÏÄÕ- ÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ L^∞(X; ¯). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ L^∞(X; ¯)

ÉÇÒÁÅÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ÓËÏÒÅÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ (=ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ) ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ C(X) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍ- ÐÁËÔÅ X (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 8.4).

åÓÌÉ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ¯ | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ C(X) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ L^∞(X; ¯), ÔÁË ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒ L^∞(X; ¯)-ÍÏÄÕÌØ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ É ËÁË ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)- ÍÏÄÕÌØ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÇÌÁŒÕ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.2 ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ¯ | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X, H = ({H(˘) : ˘ ∈ X}; F ) | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ ÎÁÄ (X; Bor(X); ¯). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (10.5) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ∫ ⊕ X H(˘) d¯(˘) Œ ÌÅŒÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.9. åÓÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H | ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ, ÔÏ ¯ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ ∫ ⊕ X H(˘) d¯(˘).

10.2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÑ Œ ÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ `^2(X; H ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ H ÎÁÄ X (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.1). üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÁ ÓÁÍÁÑ ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØĄ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÇÌÁŒÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.3. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ, ¯ ∈ M(X) | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H = ({H(˘) : ˘ ∈ X}; F ) ÎÁÄ (X; Bor(X); ¯) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

H ∼=

∫_⊕ X H(˘) d¯(˘) Œ C(X)-Hmod_1 :

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. ðÕÓÔØ H | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ (X; A ; ¯), H = `^2(X; H ) | ÅÇÏ ÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ,

M ⊂ L^2(X; H ) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ

H_M =

{^n∑ i=1 a_i · u_i : a_i ∈ C(X); u_i ∈ M; n ∈ N } ⊂ H;

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÚ M. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ H_M ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ M.

ìÅÍÍÁ 10.2. ðÕÓÔØ M = {u_i : i ∈ I} ⊂ L^2(X; H ) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ, H_M ⊂ `^2(X; H ) | ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÔÉÍ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ð.Œ. ˘ ∈ X ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ span{u_i(˘) : i ∈ I} ÐÌÏÔÎÏ Œ H(˘). ôÏÇÄÁ H_M ÐÌÏÔÅÎ Œ `^2(X; H ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ v ∈ H^⊥_M . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i ∈ I É f ∈ C(X) ÍÙ ÉÍÅÅÍ 0 = ⟨fu_i; v⟩ = ∫ X f(˘)⟨u_i(˘); v(˘)⟩ d¯(˘): (10.6)

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ æ_i : X → C É ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÕÀ ÍÅÒÕ ˚_i ÎÁ X ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ æ_i(˘) = ⟨u_i(˘); v(˘)⟩ É ˚_i = æ_i · ¯. ðÏÓËÏÌØËÕ ¯ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, Á ˚_i ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÅ, ÔÏ É ˚_i ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 9.7 (iii)). ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (10.6), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ∫ X f(˘) d˚_i(˘) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(X). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˚_i = 0, Ô.Å. æ_i = 0 ¯-Ð.Œ. üÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ u_i(˘) ⊥ v(˘) ¯-Ð.Œ. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ÜÔÏ ÔÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ I, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ v = 0 ¯-Ð.Œ., Ô.Å. ÞÔÏ H^⊥_M = 0, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ H Œ ŒÉÄÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÊ ÓÕÍ- ÍÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ: H = _ ⨁ nH_n. ðÕÓÔØ x_n ∈ H_n | ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ, ¯_n = ¯_{xn} | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÅÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ¯_n ≪ ¯, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ¯-ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ æ_n � 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ¯_n = æ_n · ¯. ðÏÌÏÖÉÍ X^′_n = {˘ ∈ X : æ_n(˘) ≠ 0}, É ŒŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ËÒÁÔ- ÎÏÓÔÉ m: X → N, ÐÏÌÁÇÁÑ m(˘) = Card{n ∈ N : ˘ ∈ X^′_n}. îÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ X_p = {˘ ∈ X : m(˘) = p}. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, X = ⨆ p∈N X_p.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_p | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K_∞ Ó ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {e_n}_{n∈N}, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ K_n = = span{e_1; : : : ; e_n}; ÐÕÓÔØ ÔÁËÖÅ K_0 = 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˘ ∈ X ÐÏÌÏÖÉÍ

H(˘) = K_{m(˘)}, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 10.3); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ X_p (p ∈ N) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÊ K_p. ïÔ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H | ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ; Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ¯_n(X_0) = 0, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÇÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N, ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ËÁË), ÞÔÏ ¯(X_0) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ K = ∫_⊕ X H(˘) d¯(˘)= { u∈L^2_{K∞} (X; ¯):u(˘)∈K_p ÄÌÑ Ð.Œ. ˘∈X_p; ∀p∈N } : (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 10.2). îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ H É K ËÁË C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ H Œ K, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÑÍÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ H_n; ÄÁÌÅÅ, ÉÚ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ H_n ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ H_n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓŒÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ x_n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅËÉÊ ŒÅËÔÏÒ u_n ∈ K, Á ÐÏÔÏÍ ÏÔÐÒÁŒÉÔØ Œ ÎÅÇÏ x_n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÐÏÐÁÒÎÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ u_n-ÙÈ. óÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n ∈ N, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˘ ∈ X^′_n ÐÏÌÏÖÉÍ

q(n; ˘) = Card{k ∈ N : k � n; ˘ ∈ X^′_k}:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, q(n; ˘) � m(˘). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ u_n ∈ L^2_{K∞} (X; ¯) ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ u_n(˘) = { √ æ_n(˘)e_{q(n;˘)}; ˘ ∈ X^′_n 0; ˘ =∈ X^′_n

éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ q(n; ˘) � m(˘) = dim H(˘) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u_n(˘) ∈ H(˘) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ X, Ô.Å. u_n (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ K.

ìÅÍÍÁ 10.3. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ ’_n : H_n → K ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’(x_n) = u_n. üÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ’_n ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ x_n | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(X) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

‖f · x_n‖^2_{Hn} = ∫ X |f(˘)|^2 d¯_n(˘) = ∫ X |f(˘)|^2æ_n(˘) d¯(˘) = = ∫ X |f(˘)|^2‖u_n(˘)‖^2 d¯(˘) = ∫ X ‖ ‖(f · u_n)(˘) ‖ ‖^2_{K(˘)}d¯(˘) = ‖f · u_n‖^2_K :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C(X)x_n → K; f · x_n → f · u_n ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎÏ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ C(X)x_n ÐÌÏÔÎÏ Œ H_n, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÅÓØ H_n. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

ìÅÍÍÁ 10.4. Im ’_i ⊥ Im ’_j ÐÒÉ i ≠ j.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ i ¡ j. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ), ÞÔÏ u_i(˘) ⊥ u_j (˘) ÄÌÑ Ð.Œ. ˘ ∈ X. åÓÌÉ ˘ ∈ X^′_i ∩ X^′_j , ÔÏ ÉÚ i ¡ j ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q(i; ˘) ¡ q(j; ˘), É, ÚÎÁÞÉÔ, u_i(˘) ⊥ u_j (˘). á ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ˘ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ u_i(˘) = 0, ÌÉÂÏ u_j (˘) = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 10.5. ðÏÄÍÏÄÕÌØ ∑ j Im ’_j ÐÌÏÔÅÎ Œ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õËÁÚÁÎÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÓÅ- ÞÅÎÉÊ {u_i}. ðÏÜÔÏÍÕ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 10.2, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ X ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K_˘ = span{u_i(˘) : i ∈ N} ÐÌÏÔ- ÎÏ Œ H(˘). œÏÚØÍÅÍ ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ p ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ∈ X_p; ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ p ¡ ∞. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n_1 ¡ n_2 ¡ : : : ¡ n_p ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ˘ ∈ X^′_{n1} ∩ : : : ∩ X^′_{np} , ÎÏ ˘ =∈ X^′_k ÐÒÉ k =∈ {n_1; : : : ; n_p}. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u_i-ÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

u_{n1} (˘) = æ_{n1} (˘)e_1; u_{n2} (˘) = æ_{n2} (˘)e_2; : : : ; u_{np} (˘) = æ_{np} (˘)e_p;

É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, æ_{nj} (˘) ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1; : : : ; p. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e_1; : : : ; e_p ∈ K_˘, Ô.Å. K_˘ = H(˘). åÓÌÉ ÖÅ p = ∞, ÔÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ (Ó ÔÏÊ ÌÉÛØ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ n_1 ¡ n_2 ¡ : : : ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ e_n ∈ K_˘ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N, Ô.Å. K_˘ ÐÌÏÔÎÏ Œ H(˘). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ’: ⨁ n H_n → K, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’|_{Hn} = ’_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. éÚ ÔÒÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅÍÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ —’: _ ⨁ nH_n = H → K. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ:

ôÅÏÒÅÍÁ 10.4. ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ¯ | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅË-

ÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H = ({H(˘) : ˘ ∈ œ(T )}; F ) ÎÁÄ (œ(T ); Bor(œ(T )); ¯) ÔÁ- ËÏÅ, ÞÔÏ T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ∫ ⊕ X ˘1_{H(˘)} d¯(˘), ÄÅÊ-

ÓÔŒÕÀÝÅÍÕ Œ ∫ ⊕ X H(˘) d¯(˘).

10.3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ

ëÁË ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÇÌÁŒÙ, ÔÅÏÒÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÌÅÍÍÅ 10.2.

ìÅÍÍÁ 10.6. ðÕÓÔØ H | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ (X; A ; ¯), H = `^2(X; H ) | ÅÇÏ ÐÒÑÍÏÊ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ, M ⊂ L^2(X; H ) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, H_M ⊂ H | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ M. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ H_M ÐÌÏÔÅÎ Œ H. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ span{u(˘) : u ∈ M} ÐÌÏÔÎÏ Œ H(˘) ÄÌÑ Ð.Œ. ˘ ∈ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ {u_n}_{n∈N} ⊂ F | ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉ- ÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ (3) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 10.1. úÁÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÅ u_n ÎÁ u^′_n(˘) = u_n(˘)=‖u_n(˘)‖ (ÄÌÑ ÔÅÈ ˘, ÇÄÅ u_n(˘) ≠ 0), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u_n ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˘ ∈ X ÐÏÌÏÖÉÍ H^˘_M = span{u(˘) : u ∈ M}, É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÎÅŒÅÒÎÏ, Ô.Å. ÞÔÏ H^˘_M ≠ H(˘) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ X_n = {˘ ∈ X : u_n(˘) =∈ H^˘_M }. éÚ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(X_n) ¿ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏ- ÇÏ n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÏÅ n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ d_n : X → [0; ∞), d_n(˘) = æ ( u_n(˘); H^˘_M ) . íÙ ÉÍÅÅÍ d_n(˘) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ X_n; ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ” ¿ 0 É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ X_n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ¯(Y ) ¿ 0 É d_n(˘) ¿ ” ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ Y . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ H_M ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

‖v − u_n‖^2 = ∫ X ‖v(˘) − u_n(˘)‖^2 d¯(˘) � ∫ Y d^2_n(˘) d¯(˘) � ”^2¯(Y ):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, u_n =∈ H_M , Á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÅÍ- ÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.5. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓ- ËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ¯;¯^′ ∈M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ, H É H^′ | ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ (X; Bor(X); ¯) É

(X; Bor(X); ¯^′) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, H = `(X; H ) É H^′ = `(X; H^′) | ÉÈ ÐÒÑÍÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) H ∼= H^′ Œ C(X)-Hmod_1;

(ii) ¯ ∼ ¯^′, É dim H(˘) = dim H^′(˘) ¯-Ð.Œ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (ii)=⇒(i). ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ H É H^′ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÕËÁ-

ÚÁÎÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 10.2, É ÐÏÌÏÖÉÍ æ = d¯ d¯^′ É æ ′ = d¯^′ d¯ . ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØ- ÓÑ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ), ÞÔÏ ææ^′ = 1 Ð.Œ. äÁÌÅÅ, ËÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 10.3, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : H → H^′, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ (T u)(˘) = √ æ(˘)u(˘), ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ É ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ S : H^′ → H, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (Su)(˘) = √ æ^′(˘)u(˘), ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë T . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, T | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C(X)-Hmod_1.

(i)=⇒(ii). üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÒ ¯ É ¯^′ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 10.9. ðÏÌÏÖÉÍ m(˘) = dim H(˘), m^′(˘) = dim H^′(˘) É Z = {˘ ∈ X : m(˘) ≠ ≠ m^′(˘)}. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ¯(Z) ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ Z Ó ¯(Y ) ¿ 0, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ m É m^′ ÐÏÓÔÏÑÎ- ÎÙ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ H É H^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Œ C(X)-Hmod_1, ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ Ø_Y H É Ø_Y H^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Œ C(X)-Hmod_1 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, Œ C(Y )-Hmod_1. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊ- ÛÅÍ ÍÙ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Y = X.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ m(˘) = p ¡ q = m^′(˘) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ X, É ÐÕÓÔØ ’: H → H^′ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C(X)-Hmod_1. ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 10.2, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ H = L^2_{Hp} (X; ¯) É H^′ = L^2_{Hq} (X; ¯^′), ÇÄÅ H_p É H_q | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ p É q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ. œÏÚØÍÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_p Œ H_p, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; p ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ —e_k : X → H_p, —e_k(˘) = e_k. éÚ ÌÅÍÍÙ 10.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ H, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ —e_1; : : : ; —e_p, ÐÌÏ- ÔÅÎ Œ H. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; p ŒÙÂÅÒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ v_k : X → H_q , ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ’(—e_k). éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ’ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ v_1; : : : ; v_p ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÌÏÔÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ H^′. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 10.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ span{v_1(˘); : : : ; v_p(˘)} = H_q ÄÌÑ Ð.Œ. ˘ ∈ X, Á ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ p ¡ q. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏ- ËÁÚÁÎÁ.

ïÂSSÅÄÉÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.3 É 10.5, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÌÎÕÀ (ÐÏ ÓÒÁŒ- ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÎÅÅ ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÉÍÉÓÑ) ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.6 (ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ). ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ:

I. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(X)- ÍÏÄÕÌÑ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ∈ M(X) É ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H ÎÁÄ (X; Bor(X); ¯) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ H ∼= `^2(X; H ) Œ C(X)-Hmod_1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ¯ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ H.

II. ðÕÓÔØ H É H^′ | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C(X)- ÍÏÄÕÌÉ, ¯ É ¯^′ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÒÙ, H É H^′ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) H ∼= H^′ Œ C(X)-Hmod_1;

(ii) ¯ ∼ ¯^′, É dim H(˘) = dim H^′(˘) ¯-Ð.Œ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.6 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.8. ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ, ¯ | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, H = = ({H(˘) : ˘ ∈ X}; F ) | ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ H ∼= `^2(X; H ) (ÓÍ. Ð. 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 10.6). âÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ m_H : X → N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ H, ÅÓÌÉ m_H (˘) = dim H(˘) ¯-Ð.Œ. æÕÎËÃÉÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m_T ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ T ∈ B(H) Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÎÁÚÏŒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ H ËÁË ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(œ(T ))-ÍÏÄÕÌÑ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÁ, É ÅÅ ËÌÁÓÓ ¯-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÌÁÓÓÏÍ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÑ H.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 10.6 ÄÁÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. þÔÏÂÙ ÕŒÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÏÔ- ÞÅÔÌÉŒÏ, ŒŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(H) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ N ÞÅÒÅÚ pH (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, pT ) ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ p ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.11. ðÕÓÔØ p ∈ N, H_p | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p, ¯ ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C(X)-ÍÏÄÕÌÉ L^2_{Hp} (X; ¯) É pL^2(X; ¯) ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (¯; m), ÇÄÅ ¯ ∈ M(X) | ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ É m: X → N | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÁÒÕ (¯; m) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ m(˘) ¿ 0 ¯-Ð.Œ. äŒÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÐÁ- ÒÙ (¯; m) É (¯^′; m^′) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ¯ ∼ ¯^′ É m(˘) = m^′(˘) ¯-Ð.Œ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ m: X → N É ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ X^m_p = {˘ ∈ X : m(˘) = p}. îÁËÏÎÅÃ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ ¯_p ∈ M(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ¯_p(B) = ¯(B ∩ X_p).

ôÅÏÒÅÍÁ 10.7 (Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ). óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÂÉÅËÃÉÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ

ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ ⇄

⇄ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (¯; m), ÇÄÅ ¯ ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, m: X → N | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ É ÆÕÎËÃÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÁÒÅ (¯; m) ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ _⨁ p∈N pL^2(X; ¯_p) ∼= _⨁ p∈N pL^2(X^m_p ; ¯):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 10.6, ÔÅÏÒÅÍÕ 10.2 (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÅÒ 10.8) É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.11.

äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÍ 10.6 É 10.7 Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÉÍŒÏÌ ∼= Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁÍ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.8 (ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ). ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØ- ÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ:

I. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(H) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ∈ M(œ(T )) É ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H = {H(˘) : ˘ ∈ œ(T )} ÎÁÄ ( œ(T ); Bor(œ(T ));¯ ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ T ∼=

∫_⊕

œ(T )

˘1_{H(˘)} d¯(˘):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ¯ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ T .

II. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) É T^′ ∈ B(H^′) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÓÅ- ÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ H É H^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ¯ É ¯^′ | ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ, H É H^′ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) T É T^′ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ;

(ii) œ(T ) = œ(T^′), ¯ ∼ ¯^′, É dim H(˘) = dim H^′(˘) ¯-Ð.Œ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ¯_T | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , Á m_T | ÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ (œ(T ); ¯_T ; m_T ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . üÔÏ É ÅÓÔØ ÏÂÅ- ÝÁÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (10.3) ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏ- ÒÅÍÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 10.9 (Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ). óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÂÉÅËÃÉÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ

ËÌÁÓÓÙ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ⇄

⇄

ÔÒÏÊËÉ ŒÉÄÁ (K; ¯; m):

K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, (¯; m) | ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ (¯; m), ÇÄÅ ¯ ∈ M(K) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ supp ¯ = K, m: K → N | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏ- ÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ, ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ É ÆÕÎËÃÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÔÒÏÊËÅ (K; ¯; m) ÏÐÅÒÁÔÏÒ _ ⨁ p∈N pM^{¯p}_t . úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ M^{¯p}_t ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2(K; ¯_p) ∼= L^2(K^m_p ; ¯), ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f → (z → zf(z)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 10.7 É 10.8 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 9.24.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T Œ ŒÉÄÅ _ ⨁ p∈N pM^{¯p}_t , ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÔÏ ĂÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÓÕÍÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÐÏÍÉÎÁ- ÌÏÓØ Œ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 9.6.

þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ĂÒÁÂÏÔÁÅÔĄ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ É ËÁËÁÑ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏÌØÚÁ, ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.12. äÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ S ∈ B(H) É T ∈ ∈ B(K) ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ.

1. H = K = L^2[0; 1]; (Sf)(t) = tf(t); (T f)(t) = t^2f(t).

2. H = L^2[0; 1]; K = L^2[−1; 1]; (Sf)(t) = tf(t); (T f)(t) = t^2f(t).

3. H = L^2[− ß 2 ; ß 2 ]; K = L

2(R); (Sf)(t) = tf(t); (T f)(t) = arctg t · f(t).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.13. îÁÊÄÉÔÅ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ É ÆÕÎËÃÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ‘^2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.14. îÁÊÄÉÔÅ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ É ÆÕÎËÃÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ Œ L^2(T) É L^2(R).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.15. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, ¯ | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, m | ÆÕÎËÃÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m = 1 ¯-Ð.Œ.

ëÓÔÁÔÉ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÒÅÈ ÕÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÊ Ó ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ 9.6 É 9.7; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.16. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, ¯ | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, m | ÆÕÎËÃÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1. m = ∞ ¯-Ð.Œ.;

2. T ∼= T ⊕ T ;

3. T ∼= S ⊕ S ⊕ S ⊕ : : : ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ S ∈ B(H^′).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.17. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ¯_1; ¯_2 ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ X = X_1 ⊔ X_2 ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁ ÄŒÁ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯_1(X_2) = 0 É ¯_2(X_1) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C(X)-ÍÏÄÕÌÉ H_i = L^2(X; ¯_i) (i = = 1; 2). ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ H_1 Œ H_2.

éÎÏÇÄÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÐÏÈÏÖÉÍÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.18^∗. ðÕÓÔØ I = [0; 1] × [0; 1] | ËŒÁÄÒÁÔ Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ, H = L^2(I), K = L^2(R). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S ∈ B(H) É T ∈ B(K), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (Sf)(x; y) = xy f(x; y) É (T f)(x) = = 1 2 (sin x + 1) f(x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S É T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.5. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÎÁÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ ÔÁ- ËÏÊ ŒÙŒÏÄ: ÆÕÎËÃÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_f ∈ B(L^2(X; ¯)) ÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : X → C ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ˘ ∈ œ(M_f ) ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ f^{−1}(˘). óÔÒÏÇÏ ÇÏ- ŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÁË: ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÎÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ, Á ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ. ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ Œ ÓÔÁ- ÔØÅ [33].

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÑ, ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÁÑÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ, ÏÐÉÓÁÎÁ Œ ÒÑÄÅ ËÎÉÇ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ (ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÓÍ. [2]), ÏÄÎÁËÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ŒÅÄÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÁÌÇÅÂÒ ÆÏÎ îÏÊÍÁÎÎÁ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÍ. ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ é. í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É î. ñ. œÉÌÅÎËÉÎÁ [6]. ðÏÄ- ÈÏÄ, ÐÒÉÎÑÔÙÊ Œ ÄÁÎÎÙÈ ÌÅËÃÉÑÈ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÎÉ- ÇÅ [39]. éÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÁ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÄÁŒÎÉÈ ÓÔÁÔÅÊ (ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÔÅÒÍÉÎ ĂÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅĄ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ŒÙÔÅÓÎÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÅÒÍÉÎ ĂÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÌÅ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒĄ). ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ [30, 35] ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÑÚÙËÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 10.9). ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ (Œ ÄÕÈÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ) ÓÍ. [33]. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÐÙÔËÕ ÉÈ ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉĄ.

œ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÚÁÍÅÔÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ É ÏÐÉÓÁÎÁ Œ ËÎÉÇÅ ð. èÁÌÍÏÛÁ [40].

ìéôåòáôõòá

[1] áÔØÑ í. ìÅËÃÉÉ ÐÏ K-ÔÅÏÒÉÉ. | í.: íÉÒ, 1967. [2] âÒÁÔÔÅÌÉ õ., òÏÂÉÎÓÏÎ ä. ïÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÔÁ- ÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ. | í.: íÉÒ, 1982.

[3] âÕËÕÒ é., äÅÌÑÎÕ á. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÆÕÎËÔÏ- ÒÏŒ. | í.: íÉÒ, 1972.

[4] âÕÒÂÁËÉ î. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ. | í.: íÉÒ, 1972. [5] çÁÍÅÌÉÎ ô. òÁŒÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. | í.: íÉÒ, 1973. [6] çÅÌØÆÁÎÄ é. í., œÉÌÅÎËÉÎ î. ñ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ïÓÎÁÝÅÎÎÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. (óÅÒÉÑ ĂïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ, ŒÙÐ. 4). | í.: çÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÏÅ ÉÚÄÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1961.

[7] çÅÌØÆÁÎÄ ó. é., íÁÎÉÎ à. é. íÅÔÏÄÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. I.

œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. | í.: îÁÕËÁ, 1988.

[8] çÏÆÍÁÎ ë. âÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. | í.: éì, 1963.

[9] äÁÎÆÏÒÄ î., ûŒÁÒÃ äÖ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. I. ïÂÝÁÑ ÔÅÏ- ÒÉÑ. | í.: éì, 1962.

[10] äÁÎÆÏÒÄ î., ûŒÁÒÃ äÖ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. II. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ. | í.: íÉÒ, 1966.

[11] äÁÎÆÏÒÄ î., ûŒÁÒÃ äÖ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. III. óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. | í.: íÉÒ, 1974.

[12] äÉËÓÍØÅ ö. C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ É ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. | í.: îÁÕËÁ, 1974. [13] ëÅÌÌÉ äÖ. ïÂÝÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. | í.: îÁÕËÁ, 1981. [14] ëÉÒÉÌÌÏŒ á. á., çŒÉÛÉÁÎÉ á. ä. ôÅÏÒÅÍÙ É ÚÁÄÁÞÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. | í.: îÁÕËÁ, 1988.

[15] ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ á. î., æÏÍÉÎ ó. œ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. | í.: îÁÕËÁ, 1976.

[16] ìÁÍÂÅË é. ëÏÌØÃÁ É ÍÏÄÕÌÉ. | í.: íÉÒ, 1971.

[17] íÁËÌÅÊÎ ó. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | í.:

æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2004.

[18] íÁÎÉÎ à. é. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. I. áÆÆÉÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ. | í.: íçõ, 1970.

[19] íÁÎÕÊÌÏŒ œ. í., ôÒÏÉÃËÉÊ å. œ. C^∗-ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ. | í.:

æÁËÔÏÒÉÁÌ, 2001.

[20] íÅÒÆÉ äÖ. C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. | í.: æÁËÔÏÒÉÁÌ, 1997.

[21] îÁÊÍÁÒË í. á. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. | í.: îÁÕËÁ, 1968. [22] ðÏÓÔÎÉËÏŒ í. í. ïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ. | í.: îÁÕËÁ, 1984. [23] òÉÄ í., óÁÊÍÏÎ â. íÅÔÏÄÙ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ.

1. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | í.: íÉÒ, 1977.

[24] òÉÄ í. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ. | í.: íÉÒ, 1991. [25] òÏÂÅÒÔÓÏÎ á., òÏÂÅÒÔÓÏÎ œ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. | í.: íÉÒ, 1967.

[26] òÕÄÉÎ õ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | í.: íÉÒ, 1975. [27] óÏÌÏŒØÅŒ à. ð., ôÒÏÉÃËÉÊ å. œ. C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ É ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. | í.: æÁËÔÏÒÉÁÌ, 1996.

[28] èÁÌÍÏÛ ð. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ. | í.: íÉÒ, 1970.

[29] èÅÌÅÍÓËÉÊ á. ñ. âÁÎÁÈÏŒÙ É ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. | í.: îÁÕËÁ, 1989.

[30] èÅÌÅÍÓËÉÊ á. ñ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. | í.:

íãîíï, 2004.

[31] èØÀÉÔÔ ü., òÏÓÓ ë. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ. I. | í.:

îÁÕËÁ, 1975.

[32] üÄŒÁÒÄÓ ò. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | í.: íÉÒ, 1969.

[33] Abrahamse, M. B. Multiplication operators. Hilbert space operators (Proc. Conf., Calif. State Univ., Long Beach, Calif., 1977), 17{36, Lecture Notes in Math., 693, Springer, Berlin, 1978.

[34] Connes, A. Noncommutative geometry. Academic Press, 1994.

[35] Conway, J. B. A course in Functional Analysis. Springer, New York, 1985.

[36] Douglas, R. G.; Paulsen, V. I. Hilbert modules over function algebras.

Longman Research Notes 217, 1989.

[37] Edwards, R. E. Integration and harmonic analysis on compact groups.

Cambridge Univ. Press, 1972.

[38] Eilenberg, S.; MacLane, S. General theory of natural equivalences.

Trans. Amer. Math. Soc. 58 (1945), no. 2, 231{294.

[39] Guichardet, A. Special topics in topological algebras. Gordon and Breach, New York, 1968.

[40] Halmos, P. Introduction to Hilbert Space and the theory of Spectral Multiplicity. Chelsea Publishing Company, New York, 1951.

[41] Higson, N,; Roe, J. Introduction to Noncommutative Geometry. Clay Symposium Lectures, 2000. (http://www.math.psu.edu/gfa/ClaySymposium/Overview.html)

[42] Landi, G. An introduction to noncommutative spaces and their geometries. Springer-Verlag, 1997. Preprint arXiv.org:hep-th/9701078.

[43] Laursen, K. B.; Neumann, M. M. An introduction to local spectral theory. Oxford, Clarendon Press, 2000.

[44] Pisier, G. A polynomially bounded operator on Hilbert space which is not similar to a contraction. J. Amer. Math. Soc. 10 (1997), no. 2, 351{369.

[45] Taylor, J. L. A general framework for a multi-operator functional calculus, Adv. Math. 9 (1972), 183{252.

ðòåäíåôîùê õëáúáôåìø

áÌÇÅÂÒÁ 14 | ÂÁÎÁÈÏŒÁ 19 | | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ 88 | ÄÉÓËÏŒÁÑ 24 | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ 88 | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ 14 | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ 19 | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ 52 | | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ 106 | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ 73 | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ 14 | C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ 88 œ-ÁÌÇÅÂÒÁ 20

œÁÒÉÁÃÉÑ ÍÅÒÙ 103 œÅËÔÏÒ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ 144 | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ 132 | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ 134

çÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 137 | | | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 136 çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 14 | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÊ 88 | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ 14

åÄÉÎÉÃÁ 14

éÄÅÁÌ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ 22 | ÌÅŒÙÊ 22 | | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ 65 | ÐÒÁŒÙÊ 22 | ∗-ÉÄÅÁÌ 146 éÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÌÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 153 | | ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 154 éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 78 | ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ 154

| ÆÕÎËÔÏÒÎÙÊ 82 éÎŒÏÌÀÃÉÑ 88 éÎÔÅÇÒÁÌ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ËÒÉŒÏÊ 54 | ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÍÅÒÅ 104 | ÐÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ 119 | òÉÍÁÎÁ{óÔÉÌÔØÅÓÁ 123 éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ 108 | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ 52 | | ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ 59 | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ 95 | ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ 27 | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ 29 | L^∞-ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 142

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ 77 | ÄÕÁÌØÎÁÑ 79 ëÏÉÚÏÍÅÔÒÉÑ 101

íÅÒÁ 102 | ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ 143 | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ 104 | | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ 104 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ 103 | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ 143 | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ 117 | | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ 120 | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ 103 íÏÄÕÌØ 127 | ÂÁÎÁÈÏŒ 128 | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ 128 | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ 127 | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ 132 íÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ 128 | Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 77 | | ÏÂÒÁÔÎÙÊ 78 | | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ 78 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 175

| ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 154 | | | | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ 154 | | | | ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ 154 | ÆÕÎËÔÏÒÎÙÊ 81

îÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ 17 îÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ 19 | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 102 | ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ 19 îÏÓÉÔÅÌØ ÍÅÒÙ 148

ïÂSSÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 77 ïÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ 40 | ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍÙÊ 159 | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ 34 | ÌÅŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ 38 | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ 62 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ 43 | ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ 38 | ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÐÏ æÏÊÑÛÕ 63 | | ÐÏ ÆÏÎ îÏÊÍÁÎÎÕ 158 | Ó ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ 135 | ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ 40 | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ 37 | | ÜÒÍÉÔÏŒÏ 87 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ 43 | ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ 35 | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ 134 ïÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ 90

ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ 78 | ÐÏÌÎÁÑ 78 ðÏÄÍÏÄÕÌØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ 132 ðÏÄÏÂÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 38 | | ÓÌÁÂÏÅ 43 | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 79 ðÏÌÕÎÏÒÍÁ 48 ðÒÅÄÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ 49 ðÒÅÄÎÏÒÍÁ 48 ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÁÌÇÅÂÒÙ 67

| | ÜÌÅÍÅÎÔÁ 67 | ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ 81 ðÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ 167 ðÒÏÅËÔÏÒÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ 116 | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ 122 ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ 143 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÁÎÁÈÏŒÏ

ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÅ 70 | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ 48 | Ó ÍÅÒÏÊ 21 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ 49 | | | ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏÅ 49 | ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ 66 | èÁÒÄÉ 42 ðÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 156 | | ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 158

òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ 73 òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ 122 òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ

ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ 153 | | | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ 153 | | | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ 153 | | | ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ 157 | | | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ 154 òÏÓÔÏË ÆÕÎËÃÉÉ 57

óÅÞÅÎÉÅ 152 | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ 153 | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÅ 156 óÌÏÊ 152 óÐÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ 66 | ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÔÉŒÎÙÊ ÔÏÞÅÞÎÙÊ 44 | | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ 35 | | ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ 35 | | ÓÖÁÔÉÑ 44 | | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ 44 | | ÔÏÞÅÞÎÙÊ 35 | ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ 16 | | | ÐÏÌÎÙÊ 33

176 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

óÐÅËÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 122 óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ 31 óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ 21 óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ 23 ôÅÏÒÅÍÁ âÁÎÁÈÁ{áÌÁÏÇÌÕ 71 | çÅÌØÆÁÎÄÁ{íÁÚÕÒÁ 27 | çÅÌØÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ ŒÔÏÒÁÑ 89 | | ÐÅÒŒÁÑ 93 | Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ

ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ 167 | | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 168 | Ï ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ 60, 98 | Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ 140 | ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ 27, 30, 60, 98, 149 | òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ 143 | òÉÓÓÁ{íÁÒËÏŒÁ{ëÁËÕÔÁÎÉ 104 | òÕÎÇÅ 50 | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ 121, 125, 166, 167 | óÔÏÕÎÁ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ 92 | èÉÌØÄÅÂÒÁÎÄÔÁ{ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞÁ 104 ôÏÖÄÅÓÔŒÏ çÉÌØÂÅÒÔÁ 26 | ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ 100 | C^∗-ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ 88 ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÁ 72 | ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÁÑ 50 | ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ 49 | ÓÌÁÂÁÑ 68 | ÓÌÁÂÁÑ^∗ 69 | ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÁÑ 105 | ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ 107

æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ 22 æÁËÔÏÒÎÏÒÍÁ 22 æÁËÔÏÒÔÏÐÏÌÏÇÉÑ 22 æÏÒÍÁ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ 100 | | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ 101 | | ÜÒÍÉÔÏŒÁ 100 æÏÒÍÕÌÁ â-ÅÒÌÉÎÇÁ 31 | ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ 54 æÕÎËÔÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ 80 | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ 80 | ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ 139 | ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ 81 | ÓÐÅËÔÒÁ 81 æÕÎËÃÉÑ A -ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ 20 | A -ÐÒÏÓÔÁÑ 103 | ¯-ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ 21 | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ 21 | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ 26 | ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 166 | ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÁÑ 26 | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ 125 | ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ 21

èÁÒÁËÔÅÒ 25

þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ 101

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÒ 143 | ÎÏÒÍ 19 | ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ 38 | | | ÓÌÁÂÁÑ 43 | ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÁÒ 167 | ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÏÌÕÎÏÒÍ 51 | ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ 82 | ÆÕÎËÃÉÊ 21 üÌÅÍÅÎÔ ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ 32 | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ 90 | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ 15 | | ÓÌÅŒÁ 15 | | ÓÐÒÁŒÁ 15 | ÏÂÒÁÔÎÙÊ 15 | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ 90 | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ 90