óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 1.

œŒÅÄÅÎÉÅ: ÚÁÄÁÞÁ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ.

œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁËÏÍÙÊ œÁÍ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ: ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÍÅÔØ ÂÒÁÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. äÒÕÇÏÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ | ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ. œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ÆÏÎ îÏÊÍÁÎÎÏÍ Œ 30-ÙÈ ÇÇ. ÐÒÏÛÌÏÇÏ ŒÅËÁ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÈ (Ô.Å. ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÉÚÍÅÒÉÔØ, ÔÁËÉÈ, ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ, ÉÍÐÕÌØÓ, ÜÎÅÒÇÉÑ : : : ) þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÁÑ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÄÒÕÇÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÎÅÒÇÉÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ É ÉÍÐÕÌØÓ). œÏÔ É ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ, É ÏÎÉ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ; ÎÏ ÕÖÅ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

çÏŒÏÒÑ ÎÅÓÔÒÏÇÏ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ- ÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÉÄÁŒÁÔØ ÓÍÙÓÌ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ f(T ), ÇÄÅ T : E → E | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ^1 ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, Á f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

œÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ĂÂÒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙĄ: ÅÓÌÉ p ∈ C [t] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, p(t) = a_nt^n + · · · + a_1t + a_0, ÔÏ p(T ) | ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ a_nT^n + · · · + a_1T + a_01_E (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ 1_E | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ E). ëÁËÉÅ ÅÝÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÏÔ T ? þÔÏÂÙ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ ŒÏÐÒÏÓÅ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ, ÎÏ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ E = C^n , É ÐÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ: T = ˘_1 0 ... 0 ˘_n

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p ∈ C [t] ÏÐÅÒÁÔÏÒ p(T ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ ÔÁË:

p(T ) = p(˘_1) 0 ... 0 p(˘_n)

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p Œ ÎÅÅ ÐÏÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f | ÌÉÛØ ÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ˘_1; : : : ; ˘_n. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ C , ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ M ⊃ {˘_1; : : : ; ˘_n}, É ÌÀÂÏÊ f : M → C ÍÏÖÎÏ

1œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ŒÓÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚŒÏÒÁÞÉŒÁÔØÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ÐÏÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

f(T ) := f(˘_1) 0 ... 0 f(˘_n)

ëÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ĂÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅĄ ÏÔ T , ÉÍÅ- ÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÐÒÁŒÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ, É ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÅÍ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (Ô.Å. ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ T )? ïÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L (E) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ E, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ fl_p : C [t] → L (E), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ p ÏÐÅÒÁÔÏÒ p(T ). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ T . ïÞÅŒÉÄÎÏ, fl_p ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) fl_p ÌÉÎÅÊÎÏ;

2) fl_p(fg) = fl_p(f)fl_p(g) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ C [t];

3) fl_p(1) = 1_E ;

4) fl_p(t) = T (ÇÄÅ t ∈ C [t] | ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑĄ).

õÓÌÏŒÉÑ 1){3) ÏÚÎÁÞÁÀÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ fl_p | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ, Á ÕÓÌÏŒÉÅ 4) ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ, ÎÏ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÍ:

úÁÄÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : E → E | ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ C [t] → L (E).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_p : C [t] → L (E), É ÏÂÒÁÔ- ÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : C [t] → L (E) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T = ’(t).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏ- ÇÏ. ðÕÓÔØ M ⊂ C , É ÐÕÓÔØ A | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ M ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r : C [t] → A ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ: r(p) = p|_M . úÁÄÁÞÁ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÔÁË:

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_A : A → L (E), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

C [t]^{flp} � r � L (E)

A fl_A � � � (1)

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ?

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F (M) ÁÌÇÅÂÒÕ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ⊂ C . òÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ E = C^n . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ L (E) Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ ˘_1; : : : ; ˘_n ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ C , ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ M ⊃ {˘_1; : : : ; ˘_n}, ÚÁÄÁÞÁ (1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ A = F (M).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ M ⊃ {˘_1; : : : ; ˘_n} ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÎÏ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (1) Ó A = F (M).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ {˘_1; : : : ; ˘_n}, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ ŒÙÛÅ | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓÐÅËÔÒ œ(T ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ L (E), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Ô.Å. ÔÁËÉÈ ˘ ∈ C , ÞÔÏ T x = ˘x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x ∈ E. (äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ E ÓÐÅËÔÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ; ÏÂ ÜÔÏÍ | ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.) óÉÔÕÁÃÉÑ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 1 | ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÉÐÉÞÎÁÑ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ; ÏÎÁ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÐÏÎÑÔÉÊ ÓÐÅËÔÒÁ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÉÐÁ ĂÔÁËÏÊ-ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ-ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ œ(T )Ą, ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÎÁÍ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ËÕÒÓÁ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ.

éÔÁË, ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÔÉÐÁ (1). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ E Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ŒÙÓÔÕÐÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÂÁÎÁÈÏŒÏ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ (ÔÁË ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ L (E) Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (1) ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ B(E) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ E). áÌÇÅÂÒÙ A É B(E), ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÂÕÄÕÔ ÓÎÁÂÖÁÔØÓÑ ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑÍÉ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ fl_A ÂÙÌ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ.

ðÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÃÅÌÁÑ ÓÅÒÉÑ ŒÏÐÒÏÓÏŒ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁÄÏ ÄÁÔØ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏÅĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: ÄÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÎÅ ÏËÁÚÁÔØÓÑ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÅÛÉÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ 1, ÔÏ ÎÁÄÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Ë ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕĄ, É ŒÏÏÂÝÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ïÄÉÎ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ | ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ËÁË ÒÁÚ É ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ë ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕĄ, ÐÒÉÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ, É ÚÁÏÄÎÏ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. þÔÏÂÙ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÚÁÐÉ- ÓÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 Œ ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ H = C^n , É ÐÕÓÔØ T | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ H, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. (üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ.) ðÕÓÔØ ˘_1; : : : ; ˘_k | ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÉÈ ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ: ˘_1 ¡ · · · ¡ ˘_k . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˘ ∈ R ÐÕÓÔØ H(˘) = {x ∈ E : T x = ˘x} | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÁÌÅÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ H_˘ = ⨁ ¯⩽˘ H(¯), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E_˘ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ H_˘. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ {H_˘}_{˘∈R}, ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ: H_˘ ⊂ H_¯ ÐÒÉ ˘ ⩽ ¯. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, H_˘ = 0 ÐÒÉ ˘ ¡ ˘_1 É H_˘ = H ÐÒÉ ˘ ⩾ ˘_k . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_˘ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [˘_i; ˘_{i+1}) (ÔÁÍ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó H_{˘i} ), Á Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ

˘_i ÏÎÏ ÄÅÌÁÅÔ ĂÓËÁÞÏËĄ: Ë ÎÅÍÕ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H(˘_i). ôÏÇÄÁ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ T ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ T = k∑ j=1 ˘_j (E_{˘j} − E_{˘j−1} ) (2)

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ E_{˘0} = 0). æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

f(T ) = k∑ j=1 f(˘_j )(E_{˘j} − E_{˘j−1} ):

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ H. þÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅËÃÉÊ ÍÙ ÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁ- ÖÅÍ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÎÅÓÔÒÏÇÉÍÉ ÚÁÑŒÌÅÎÉÑÍÉ ÒÅËÌÁÍÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÎÅËÏÅ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ {H_˘}_{˘∈R} (ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ, ÏÄ- ÎÁËÏ, ÕÖÅ ÎÅ ĂÓËÁÞËÏÏÂÒÁÚÎÏĄ, Á ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ T = ∫ R ˘ dE_˘;

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ (2). æÕÎËÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

f(T ) = ∫ R f(˘) dE_˘:

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ T (ÞÔÏ É ÐÏÎÑÔÎÏ | ÎÅ ÌÀÂÕÀ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ!), ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÄÌÑ ŒÅÓØÍÁ ÛÉÒÏËÏÇÏ ÉÈ ËÌÁÓÓÁ.

ëÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÏË, ÐÏ ÓÕÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. õÐÏÍÑÎÅÍ (ÏÐÑÔØ- ÔÁËÉ Œ ÒÅËÌÁÍÎÙÈ ÃÅÌÑÈ) ÅÝÅ ÏÂ ÏÄÎÏÊ. óÎÏŒÁ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ H = C^n . ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ L (H) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ H = ⨁ ˘∈RH(˘). óÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ (Ô.Å. ËÒÁÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ T = ⨁ ˘∈R ˘1_{H(˘)};

Á ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ

f(T ) = ⨁ ˘∈R f(˘)1_{H(˘)}:

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, É ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ĂÐÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌĄ: T = ∫_⊕ R ˘1_{H(˘)} d¯(˘);

f(T ) = ∫_⊕ R f(˘)1_{H(˘)} d¯(˘):

ëÏÎÅÞÎÏ, H(˘) ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ T (ÎÁ- ÐÏÍÎÉÍ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÏÏÂÝÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ); ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ H. ïÄÎÁ ÉÚ ÃÅÌÅÊ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ | ÐÒÉ- ÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ŒÓÅÍ ÜÔÉÍ ÐÏËÁ ÞÔÏ ŒÅÓØÍÁ ÔÕÍÁÎÎÙÍ ÚÁÑŒÌÅÎÉÑÍ.

éÔÁË, ÏÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ C^n ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÎÅÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÏÐÑÔØ- ÔÁËÉ, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, Œ C^n ? ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ L (C^2 ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ T = ( 0 1 0 0 ) : ñÓÎÏ, ÞÔÏ œ(T ) = {0}. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ 1, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÂÒÁÔØ ÏÔ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÎÕÌÅ | ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ. îÏ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÕÖÅ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f(t) = √ t: õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T | ÔÁËÏÊ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2. ôÏÇÄÁ:

1) îÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S ∈ L (C^2 ), ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ S^2 = T ;

2) âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÒÉ n ⩾ 2 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S ∈ L (C^2 ), ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ S^n = T ; 3) äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÚÁÄÁÞÁ (1) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÄÁÖÅ) ÄÌÑ A = C(R).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ^n √ t ÎÅ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÎÕÌÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. 1) äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÚÁÄÁÞÁ (1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ A = C^1(U), ÇÄÅ U ⊂ R | ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ.

2) ðÕÓÔØ T ∈ L (C^n ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ œ(T ) ⊂ R. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ œ(T ), ÚÁÄÁÞÁ (1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ A = C^{n−1}(U).

ðÒÉÍÅÒ 2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ C^n ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÉÛØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄ- ËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. úÁÂÅÇÁÑ ŒÐÅÒÅÄ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÏÌØËÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. þÅÍ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ĂÌÕÞÛÅĄ (c ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ), ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÚÁÐÁÓ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ.

áÌÇÅÂÒÙ É ÓÐÅËÔÒÙ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

óÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÐÅËÔÒÁ ÎÏÓÉÔ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÔÏÌØ- ËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÎÏ É ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. áÌÇÅÂÒÏÊ (ÔÏÞÎÅÅ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ) ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A × A → A; (a; b) → ab, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ (ab)c = a(bc) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b; c ∈ A. åÓÌÉ ab = ba ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. üÌÅÍÅÎÔ 1 ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ 1 · a = a · 1 = a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A. áÌÇÅÂÒÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ.

ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÎÅËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÎÕÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ĂÕŒÁÖÁÀÔĄ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A; B | ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ, É ’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A. åÓÌÉ A É B ÕÎÉ- ÔÁÌØÎÙ, Á 1_A É 1_B | ÉÈ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ’(1_A) = 1_B .

áÌÇÅÂÒÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ, ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÏŒÎÏ ÒÁÚ- ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ: ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ŒÏ ŒÔÏÒÙÅ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÁÚÏŒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 3 (ÁÌÇÅÂÒÙ ĂÆÕÎËÃÉÊĄ). 1) áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^1 C [t].

2) áÌÇÅÂÒÁ F (S) (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ C^S ), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

3) åÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ‘^∞(S), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S ŒŒÅÄÅÎÁ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÔÏ Œ F (S) ÐÏ- ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ:

4) áÌÇÅÂÒÁ C(˙) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ˙. 5) áÌÇÅÂÒÁ C^∞(M) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. 6) áÌÇÅÂÒÁ O(V ) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ V .

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÓÔÏÑÔ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÏ ÉÍÅÀÔ Ó ÁÌÇÅ- ÂÒÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ.

7) áÌÇÅÂÒÁ C (t) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

8) áÌÇÅÂÒÁ C [[t]] ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ ∑_∞ n=0 a_nt^n (ÇÄÅ a_n ∈ C | ÌÀÂÙÅ ÞÉÓÌÁ), Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ- ÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ( ∑ n a_nt^n)( ∑ n b_nt^n) = ∑ n c_nt^n, ÇÄÅ c_n = ∑ i+j=n aibj (ÔÁË ÞÔÏ C [t] ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ C [[t]]).

ðÒÉÍÅÒ 4 (ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ). îÁ ÐÅÒŒÙÈ ÐÏÒÁÈ ÎÁÍ ÈŒÁÔÉÔ ÄŒÕÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ:

1) áÌÇÅÂÒÁ L (E) ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. 2) áÌÇÅÂÒÁ B(E) ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1} ∈ A, ÞÔÏ aa^{−1} = a^{−1}a = 1. üÌÅÍÅÎÔ a^{−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë a.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ a ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë a.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a; b ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b^{−1}a^{−1} | ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ab. çÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Inv(A).

éÎÏÇÄÁ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ĂÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØÀĄ:

1ëÁË ÕÞÁÔ Œ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÎÅ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÎÅËÏÅ ĂÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÎÉÅĄ. îÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÛÅ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ C .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÍ ÓÌÅŒÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓÐÒÁŒÁ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1}_‘ ∈ A (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, a^{−1}_r ∈ A), ÞÔÏ a^{−1}_‘ a = 1 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, aa^{−1}_r = 1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. 1) ðÕÓÔØ a ÏÂÒÁÔÉÍ ÓÌÅŒÁ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ a^{−1}_‘ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ?

2) åÓÌÉ a ÏÂÒÁÔÉÍ É ÓÌÅŒÁ, É ÓÐÒÁŒÁ, ÔÏ ÏÎ ÏÂÒÁÔÉÍ, É a^{−1}_‘ = a^{−1}_r = a^{−1}. 3) åÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ É a ∈ A ÏÂÒÁÔÉÍ ÓÌÅŒÁ (ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ), ÔÏ ÏÎ ÏÂÒÁÔÉÍ. 4) œÅÒÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ A?

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 5. 1) œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ C É C (t) ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ.

2) íÎÏÇÏÞÌÅÎ p ∈ C [t] ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ deg p = 0 (Ô.Å. p | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ). 3) æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ a = ∑_∞ n=0 a_nt^n ∈ C [[t]] ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ a_0 ≠ 0 (ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ!)

4) üÌÅÍÅÎÔ f ∈ F (S) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ f(x) ≠ 0 ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ x ∈ S. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ C(˙), C^∞(M) É O(V ).

5) üÌÅÍÅÎÔ f ∈ ‘^∞(S) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |f(x)| ¿ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ S.

6) ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ L (E) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ÏÎ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ.

7) ðÕÓÔØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(E) ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ÏÎ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ð.6), ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, Ð.7) | ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ (ÎÁ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ) ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ: ÅÓ- ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÏÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. œÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ Ð.7), ÅÓÌÉ E | (ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ) ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ?

œÏÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, É ÐÕÓÔØ a ∈ A. óÐÅËÔÒÏÍ a ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ œ_A(a) = {˘ ∈ C : a − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ }:

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ A = F (S), É ÐÕÓÔØ f ∈ A. ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 5 (4), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

˘ ∈ œ(f) ⇐⇒ f − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ∃x ∈ S : (f − ˘1)(x) = 0 ⇐⇒ ∃x ∈ S : f(x) = ˘ ⇐⇒ ˘ ∈ f(S):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, œ(f) = f(S) (ÓÐÅËÔÒ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ C(˙), C^∞(M) É O(V ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ C . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ S ⊂ C , S ≠ ∅, ÔÏ S = œ_A(a) ÄÌÑ A = F (S) É ÆÕÎËÃÉÉ a(t) = t.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ f ∈ ‘^∞(S). ôÏÇÄÁ œ_‘∞_{(S)}(f) = f(S) (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f(S)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. 1) ïÐÉÛÉÔÅ ÓÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÌÇÅÂÒ C [t], C (t) É C [[t]].

2) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ A É ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÓÐÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÓÔ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ A = L (E), ÇÄÅ E | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ T ∈ L (E). ôÏÇÄÁ œ(T ) = {˘ ∈ C : Ker(T −˘1_E ) ≠ {0}} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ E ÜÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÔÁË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÅÇÏ ÓÐÅË- ÔÒÕ, ŒÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ E ÉÌÉ ÎÅÔ (ÎÅÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ).

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÓÐÅËÔÒÙ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ’ : A → B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

(i) åÓÌÉ a ∈ A ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ É ’(a) ∈ B ÏÂÒÁÔÉÍ, É ’(a)^{−1} = ’(a^{−1}). (ii) œ_B(’(a)) ⊂ œ_A(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (îÁÂÒÏÓÏË). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ii) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ (i) Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ a − ˘1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ, Á B ⊂ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÕ A, ÔÏ œ_A(b) ⊂ œ_B(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ œ_A(b) ≠ œ_B(b) (ÓÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7 É ÐÒÉÍÅÒ 6).

åÝÅ ÏÄÎÏ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ĂÐÏÞÔÉĄ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÕÓÔØ, ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ, A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ìÅÍÍÁ 1. üÌÅÍÅÎÔ 1 − ab ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ 1 − ba ÏÂÒÁÔÉÍ.

îÁŒÏÄÑÝÅÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A = C , É ÚÁÂÕÄÅÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ C ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ |a| ¡ 1 É |b| ¡ 1, É ÐÏÌÏÖÉÍ c = (1 − ab)^{−1}. ôÏÇÄÁ c = ∑_∞ n=0(ab)^n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

(1 − ba)^{−1} = ∞∑ n=0 (ba)^n = 1 + b ( 1 + ab + (ab)^2 + · · · ) a = 1 + bca:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ 1 − ab ÏÂÒÁÔÉÍ, É c = (1 − ab)^{−1}. ðÏÌÏÖÉÍ d = 1 + bca. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ d(1 − ba) = (1 − ba)d = 1, Ô.Å. d = (1 − ba)^{−1}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ(ab) ∪ {0} = œ(ba) ∪ {0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˘ =∈ œ(ab) É ˘ ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 − ˘^{−1}ab ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ, 1 − ˘^{−1}ba ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ É ba − ˘1 ÏÂÒÁÔÉÍ, Ô.Å. ˘ =∈ œ(ba).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. 1) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ∈ A, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ œ(ab) ≠ œ(ba).

2) åÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ÔÏ œ(ab) = œ(ba) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A.

éÔÁË, Œ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÐÅËÔÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ C (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2), Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÐÕÓÔÙÍ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ‘^∞(S) ËÏÍÐÁËÔÅÎ É ÎÅÐÕÓÔ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7). îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

âÁÎÁÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ÎÁÄ C , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÁË, ÞÔÏ ‖ab‖ ⩽ ‖a‖‖b‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A. åÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ‖1‖ = 1. âÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

õÓÌÏŒÉÅ ‖ab‖ ⩽ ‖a‖‖b‖ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØÀ, Á ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÎÏÒÍÙ) ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÎÅÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÎÅ ÇÏŒÏÒÑ ÕÖÅ ÏÂ ÕÓÌÏŒÉÉ ‖1‖ = 1. (éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ É ÎÅ ÓËÁÖÅÛØ | ÅÓÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÄÉÎÉÃÁ ÉÌÉ ÎÅÔ : : : ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ | ÌÉÛØ ÂÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ A ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ E; F | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : E → F ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C ¿ 0, ÞÔÏ ‖T x‖ ⩽ C‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ C Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ E; F; G | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R : E × F → G ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C ¿ 0, ÞÔÏ ‖R(x; y)‖ ⩽ C‖x‖‖y‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E; y ∈ F .

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 | ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ‖·‖_1 ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔ ÎÏÒÍÕ ‖·‖_2 (É ÐÉÛÕÔ ‖·‖_1 ≻ ‖·‖_2 ÉÌÉ ‖·‖_2 ≺ ‖·‖_1), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ¿ 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‖x‖_2 ⩽ C‖x‖_1 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ E. îÏÒÍÙ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (‖ · ‖_1 ∼ ‖ · ‖_2), ÅÓÌÉ ‖ · ‖_1 ≺ ‖ · ‖_2 É ‖ · ‖_2 ≺ ‖ · ‖_1.

ðÕÓÔØ T_i | ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖·‖_i (i = 1; 2). ôÏÇÄÁ ‖ · ‖_1 ≻ ‖ · ‖_2 ⇐⇒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ T_1 ÎÅ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ T_2.

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ⇐⇒ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ A × A → A ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ. ôÏÇÄÁ ÎÁ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ‖·‖^′, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. åÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÜÔÕ ÎÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ‖1‖^′ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 11, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ‖ab‖ ⩽ C‖a‖‖b‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖^{′′} = C‖ · ‖ ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒ- ÎÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_a : (A; ‖ · ‖^{′′}) → (A; ‖ · ‖^{′′}); L_a(b) = ab, É ÐÏÌÏÖÉÍ ‖a‖^′ = ‖L_a‖. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖^′ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.