óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 10.

âÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ C^∗- ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ Œ C , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ. îÁÛÁ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ŒÏ- ÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ; ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÊ ĂÇÌÁŒÎÏÊĄ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ | ÁÌÇÅÂÒÅ B(H) | ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÁ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÈ ÆÁËÔÏŒ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ.

ðÕÓÔØ H | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÎÁÄ C ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : H ×H → H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ˘; ¯ ∈ C É ÌÀÂÙÈ x; y; z ∈ H ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

1) �(˘x + ¯y; z) = ˘�(x; z) + ¯�(y; z); 2) �(x; ˘y + ¯z) = —˘�(x; y) + —¯�(x; z).

ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ �(x; y) = �(y; x) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H → H; x → �(x; x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ Ó �.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓŒÏÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ � | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÏ- ÌÑÒÉÚÁÃÉÉ

�(x; y) = 1 4 3∑ k=0 i^k�(x + i^ky; x + i^ky):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÜÒÍÉÔÏŒÁ ⇐⇒ �(x; x) ∈ R ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T : H → H ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ �_T ÎÁ H ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ �_T (x; y) = ⟨T x; y⟩ (x; y ∈ H).

ëÁË �_T , ÔÁË É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ S; T : H → H | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ S = T ⇐⇒ �_S = �_T ⇐⇒ ⟨Sx; x⟩ = ⟨T x; x⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ R ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ 90^∘ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ ⇐⇒ ÆÏÒÍÁ �_T ÜÒÍÉÔÏŒÁ ⇐⇒ ⟨T x; x⟩ ∈ R ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H.

2) T ∈ B(H) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ ⇐⇒ T^∗T = 1.

3) U ∈ B(H) ÕÎÉÔÁÒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ëÏÎÅÞÎÏ, Ð. 2) É 3) ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ É ÄÌÑ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. îÁ- ÐÏÍÎÉÍ Œ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÉ ÏÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 4). ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÁŒÔÏ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÕÎÉÔÁÒÅÎ (Ô.Å. ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ), ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ŒÍÅÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ĂÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔØĄ ÏÂÙÞÎÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ ÔÅÒÍÉÎ ĂÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØĄ.

íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ËÁË ĂÂÙÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍĄ, ĂÂÙÔØ ÏÒ- ÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÏÍĄ, ĂÂÙÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊĄ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ, ÔÁË É Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ. œÏÔ ÅÝÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ T T^∗ = 1.

2) ïÐÅÒÁÔÏÒ V ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ (V^∗V )^2 = V^∗V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÉÚÏÍÅÔÒÉÉ É ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÉ.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T Œ H ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �_T . ðÏ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |�(x; y)| ⩽ C‖x‖‖y‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H. ôÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÁËÉÈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ‖�‖.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ H. œÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T Œ H ÆÏÒÍÁ �_T ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É ‖�_T ‖ ⩽ ‖T ‖.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B(H) → { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ H } ; T → �_T

| ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T → �_T ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.

ðÕÓÔØ � | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ y ∈ H É ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ �^y : H → C ; x → �(x; y). ñÓÎÏ, ÞÔÏ �^y ∈ H^∗, É ‖�^y‖ ⩽ ‖�‖‖y‖. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ S(y) ∈ H, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(x; y) = ⟨x; S(y)⟩ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H. éÚ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ � É ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S : H → H | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ‖S(y)‖ = ‖�^y‖ ⩽ ‖�‖‖y‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ H, Ô.Å. S ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ‖S‖ ⩽ ‖�‖. ðÏÌÏÖÉÍ T = S^∗; ÔÏÇÄÁ � = �_T , ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ T → �_T | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÃÅÐÏÞËÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ‖T ‖ = ‖S‖ ⩽ ‖�_T ‖ ⩽ ‖T ‖.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÍÅÒÙ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ | ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÅ (É ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ); ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A ⊂ 2^X | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ : A → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÍÅÒÏÊ, ÅÓÌÉ 1) ¯(∅) = 0; 2) ¯(

⨆_n i=1 A_i) =

∑_n

i=1 ¯(A_i) ÄÌÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ A_i ∈ A .

åÓÌÉ ŒÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÓÞÅÔÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ, ÔÏ ¯ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ¯ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ {A_i}^n_{i=1} ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

∑_n i=1 |¯(A_i)| ⩽ C.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ìÀÂÁÑ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ ¯ | ÍÅÒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ A . åÅ ŒÁÒÉÁÃÉÅÊ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ |¯| : A → [0; +∞), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

|¯|(A) = sup

{^n∑ i=1 |¯(A_i)| : A = n⨆ i=1 A_i; A_i ∈ A } : õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. |¯| ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÎÁ A .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_A (X) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÅÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ A . ïÞÅŒÉÄÎÏ, M_A (X) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. æÕÎËÃÉÑ ¯ → ‖¯‖ = |¯|(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ M_A (X). ïÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ M_A (X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 2), ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ B_A (X) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ X ÞÅÒÅÚ Ø_A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (ÉÎÄÉËÁÔÏÒ). ðÏÌÏÖÉÍ

S_A (X) = span{Ø_A : A ∈ A } ⊂ B_A (X):

æÕÎËÃÉÉ ÉÚ S_A (X) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ A -ÐÒÏÓÔÙÍÉ. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ), ÞÔÏ S_A (X) | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ B_A (X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. S_A (X) ÐÌÏÔÎÏ Œ B_A (X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÒÙ ¯ ∈ M_A (X) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I_¯ ∈ B_A (X)^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ I_¯(Ø_A) = ¯(A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. äÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B_A (X) ŒÅÌÉÞÉÎÁ I_¯(f) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ f ÐÏ ÍÅÒÅ ¯ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫ X f(x) d¯(x).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (èÉÌØÄÅÂÒÁÎÄÔ, ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M_A (X) → B_A (X)^∗; ¯ → I_¯ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A = Bor(X) | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÍÅÓÔÏ B_A (X); S_A (X) É M_A(X) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ B(X); S(X) É M(X) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. âÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ Bor(X). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. âÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ∈ Bor(X) É ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊃ B É ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ B ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |¯|(U \ K) ¡ ”.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. äÌÑ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÌÀÂÁÑ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(X) ⊂ M(X) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. M(X) | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ M(X) (É, ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ).

œÏÔ ËÌÀÞÅŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (òÉÓÓ, íÁÒËÏŒ, ëÁËÕÔÁÎÉ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M(X) → C(X)^∗; ¯ → I_¯ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ j_M : M(X) → M(X) É j_C : C(X) → B(X) ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍ èÉÌØÄÅÂÒÁÎÄÔÁ-ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞÁ É òÉÓÓÁ-íÁÒËÏŒÁ-ëÁËÕÔÁÎÉ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ j^∗_C ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÚ M(X) Œ M(X). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ j^∗_C ∘ j_M = 1_{M (X)}. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M(X) | ÄÏÐÏÌÎÑÅÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ M(X), Á j^∗_C | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÉÚ M(X) ÎÁ M(X). (üÔÏÔ ÐÒÏÅËÔÏÒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÅÔĄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ.)

óÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(X)

ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ B(X) cÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_f ∈ M(X)^∗, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ F_f (¯) = ∫ X f d¯. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B(X) → M(X)^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ κ. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ M(X) Ó C(X)^∗, ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ κ : B(X) → C(X)^{∗∗} | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i_{C(X)} : C(X) ,→ C(X)^{∗∗}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ M(X) Ó B(X)^∗, É ÔÏÇÄÁ F_f ∈ M(X)^∗ | ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ M(X) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ i_{B(X)}(f) ∈ M(X)^∗, ÇÄÅ i_{B(X)} : B(X) ,→ B(X)^{∗∗} = M(X)^∗ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÓÍ. ÒÉÓ.):

B(X)^{iB(X)} � κ � � � � � � B(X)^{∗∗ ∼} M(X)^∗

j^∗_M � C(X)

j_C �

i_{C(X)}

� C(X)^{∗∗ ∼} M(X)^∗

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖κ(f)‖ ⩽ ‖f‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÂÏÌØÛÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. κ : B(X) → M(X)^∗ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ. õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ κ(f) Ë ÍÅÒÅ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. îÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ĂÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅĄ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ κ:

\äÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X) ÉÍÅÅÍ κ(f) ∈ C(X)^{∗∗}, Á C(X)^{∗∗} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ B(X)^{∗∗}, ÐÏÜÔÏÍÕ κ(f) ÌÅÖÉÔ Œ B(X)^{∗∗} É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ f ÐÒÉ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ B(X) ,→ B(X)^{∗∗}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖κ(f)‖ = ‖f‖." éÔÁË, κ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ B(X) Œ M(X)^∗. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. óÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ B(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(M(X)^∗; M(X)) ÐÒÉ ŒÌÏÖÅÎÉÉ κ : B(X) → M(X)^∗.

óÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ B(X) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÏÍ wm. ðÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ, ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖ · ‖_¯ : ¯ ∈ M(X)}, ÇÄÅ ‖f‖_¯ = | ∫ X f d¯|.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10^∗. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_n ∈ B(X) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ∈ B(X) Œ wm ⇐⇒ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E ÏÂÒÁÚ E ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ i_E : E → E^{∗∗} ÚÁÍËÎÕÔ Œ E^{∗∗} ÐÏ ÎÏÒÍÅ (É ÕÖ ÐÏÄÁŒÎÏ ÎÅ ÐÌÏÔÅÎ ÔÁÍ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ E ÎÅ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ). ïÄÎÁËÏ Œ E^{∗∗} ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ, œ(E^{∗∗}; E^∗). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. Im i_E ÐÌÏÔÅÎ Œ E^{∗∗} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ œ(E^{∗∗}; E^∗).

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Im i_E ÐÌÏÔÅÎ É Œ ÌÀÂÏÍ ĂÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍĄ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F ⊂ E^{∗∗}, ÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ. œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë C(X) ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. C(X) ÐÌÏÔÎÏ Œ B(X) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ C(X) É ÎÁ B(X) ÅÓÔØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f^∗(x) = f(x). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ C(X) É B(X) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍÉ ÂÁÎÁÈÏ- ŒÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ (É ÄÁÖÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ; ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ 15 É 16 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 8).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. éÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. (B(X); wm) | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ B(X) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ L_f : B(X) → B(X); g → fg ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÊ ¯ ∈ M(X) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÕÀ ÍÅÒÕ f · ¯ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f · ¯)(A) = ∫ A f d¯.

éÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ¯ É ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ |(f · ¯)(A)| ⩽ |¯|(A)‖f‖_∞ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ f · ¯. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ g ∈ S(X) ÍÙ ÉÍÅÅÍ ∫ X fg d¯ = ∫ X g d(f · ¯). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ g ∈ B(X) (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ), Á S(X) ÐÌÏÔÎÏ Œ B(X), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ g ∈ B(X). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖fg‖_¯ = ‖g‖_{f ·¯} ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ g ∈ B(X), ÐÏÜÔÏÍÕ L_f : g → fg ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÓÍ. ÕÐÒ. 12 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 5). óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (B(X); wm) | ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖f^∗‖_¯ = ‖f‖_{¯¯}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. åÓÌÉ X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ (B(X); wm) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍ (Ô.Å. ÅÓÌÉ f_n → f É g_n → g Œ wm, ÔÏ f_ng_n → fg Œ wm).

óÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(H)

ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÙÈ x; y ∈ H ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÕ ‖ · ‖_{x;y} ÎÁ B(H), ÐÏÌÁÇÁÑ ‖T ‖_{x;y} = |⟨T x; y⟩| ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ T ∈ B(H).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ B(H), ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {‖·‖_{x;y} : x; y ∈ H}, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ wo.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13^∗. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F (H) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ Œ H Ó ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (B(H); wo)^∗ ∼= F (H).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. (B(H); wo) | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ S; T ∈ B(H) É ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖ST ‖_{x;y} = |⟨ST x; y⟩| = ‖S‖_{T x;y}. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ R_T : B(H) → B(H); S → ST ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖ST ‖_{x;y} = |⟨T x; S^∗y⟩| = ‖T ‖_{x;S}∗_y, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ L_S : B(H) → B(H); T → ST ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖T^∗‖_{x;y} = ‖T ‖_{y;x}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. åÓÌÉ H ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ (B(H); wo) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ.

ôÅÐÅÒØ, ÎÁËÏÎÅÃ, Õ ÎÁÓ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

âÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÒÅÚ t ∈ B(K) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(z) = z (z ∈ K).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13. âÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÎÁ K | ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_b : (B(K); wm) → (B(H); wo), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_b(t) = T .

œÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÎÁ K ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÏÇÄÁ:

1) ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ; 2) K ⊃ œ(T );

3) fl_b|_{C(K)} = fl_c (Ô.Å. ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ); 4) fl_b : B(K) → B(H) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÏ ÎÏÒÍÅ, É ‖fl_b‖ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 4) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ fl_b | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9).

3) É 2): óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 4) É ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. 1) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 3) É ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ C(K) Œ (B(K); wm) (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÙ ÓÐÅÒŒÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÅÇÏ Ë ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ß : C(X) → B(H) | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ~ß : (B(X); wm) → (B(H); wo), ÐÒÏÄÏÌÖÁÀ- ÝÉÊ ß:

C(X)^ß �

j_C � B(H)

B(X) ß̃ � � �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ x; y ∈ H É ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_{x;y} ÎÁ C(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ F_{x;y}(f) = ⟨ß(f)x; y⟩. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÓÓÁ-íÁÒËÏŒÁ-ëÁËÕÔÁÎÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯_{x;y} ∈ M(X), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

⟨ß(f)x; y⟩ = ∫ X f d¯_{x;y} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ f ∈ C(X): (1)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ‖¯_{x;y}‖ = ‖F_{x;y}‖ ⩽ ‖ß‖‖x‖‖y‖ = ‖x‖‖y‖ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

¯_{ffx+fiy;z} = ff¯_{x;z} + fi¯_{y;z} É ¯_{x;ffy+fiz} = —ff¯_{x;y} + —fi¯_{x;z} (2)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y; z ∈ H É ÌÀÂÙÈ ff; fi ∈ C .

ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (1) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ f. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÕÀ f ∈ B(X) É ÐÏÌÏÖÉÍ

�_f (x; y) = ∫ X f d¯_{x;y} (x; y ∈ H):

éÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �_f | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ H. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ |�_f (x; y)| ⩽ ‖f‖_∞‖¯_{x;y}‖ ⩽ ‖f‖_∞‖x‖‖y‖;

ÐÏÜÔÏÍÕ � ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~ß(f) ∈ B(H) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

⟨~ß(f)x; y⟩ = �_f (x; y) = ∫ X f d¯_{x;y} (x; y ∈ H): (3)

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ f ∈ B(X), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ß : B(X) → B(H) ÌÉÎÅÊÎÏ. äÁÌÅÅ, ÉÚ (3) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÍÙ ÉÍÅÅÍ ‖~ß(f)‖_{x;y} = ‖f‖_{¯x;y} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ~ß ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ~ß | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ A; B | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, A_0 ⊂ A | ÐÌÏÔÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ’ : A → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ A_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÏÇÄÁ ’ | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_a; R_a : A → A ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÌÅŒÏÇÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÁŒÏÇÏ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ

’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A_0:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

(’ ∘ L_a)|_{A0} = (L_{’(a)} ∘ ’)|_{A0} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A_0:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ A, Á A_0 ÐÌÏÔÎÏ Œ A, ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ŒÓÀÄÕ ÎÁ A. éÔÁË,

’ ∘ L_a = L_{’(a)} ∘ ’ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A_0;

ÉÌÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ,

’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A_0 É (ÕÖÅ!) ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

(’ ∘ R_b)|_{A0} = (R_{’(b)} ∘ ’)|_{A0} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A:

ëÁË É ŒÙÛÅ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ŒÓÅÊ A, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. éÔÁË, ’ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ. îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ a → ’(a^∗) É a → ’(a)^∗ ÉÚ A Œ B ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ A_0, Á, ÚÎÁÞÉÔ (ŒŒÉÄÕ ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ), É ÎÁ ŒÓÅÊ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ’ | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ìÅËÃÉÑ 10 óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ë ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ~ß | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ C(X) Œ (B(X); wm). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÕÑÓÎÉÔØ ÓÕÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÁÒÔÉÎËÉ:

C(X)^{jC} � F � � � � � � B(X) F̃ � � � � �

C

C(X)^{jC} � ß � � � � � �

F_{x;y}

� � � � � � � � � � � B(X) ß̃ � � � � � �

F̃_{x;y}

� � � � � � � � � � �

B(H)

”_{x;y} � C ìÅŒÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F ÎÁ C(X) ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÄÏ wm-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ B(X). á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÍÅÒÕ ¯ ∈ M(X), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ F , É ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ~F (f) = ∫_X f d¯ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X). œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÎÁ ÐÒÁŒÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ÎÅ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍ, Á Ë ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ. œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÞÅÒÅÚ ”_{x;y} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ B(H), ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T ∈ B(H) ÅÇÏ ĂÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔĄ ”_{x;y} (T ) = ⟨T x; y⟩. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ß ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁË: ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ß ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_{x;y} = ”_{x;y} ∘ T ÎÁ C(X), ÚÁÔÅÍ ÏÎ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ~F_{x;y} ÎÁ B(X) (ÓÍ. ÌÅŒÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ), Á ÐÏÔÏÍ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ~F_{x;y} ĂÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑĄ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ~ß ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ.

ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÕ 4 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ

ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(X) → B(H) ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (B(X); wm) → (B(H); wo)

úÄÅÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÕ æ : B(X) → B(H) ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ C(X), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ß : C(X) → B(H) ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ~ß ÎÁ B(X).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ H, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(T ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_b : B(K) → B(H) ÏÔ T ÎÁ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ß ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_c : C(K) → B(H) ÏÔ T ÎÁ K.

ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 5, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, K ⊂ C | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ T ∈ B(H) : œ(T ) ⊂ K ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(K) → B(H) ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (B(K); wm) → (B(H); wo)

úÄÅÓØ ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÏ ŒÔÏÒÏÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÕ T ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ K, Á ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÅÒŒÏÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ß : C(K) → B(H) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ß(t), ÇÄÅ t(z) = z ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ K. óÔÒÅÌËÉ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÔÏÒÙÍ É ÔÒÅÔØÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÜÔÏ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ĂŒÁÒÉÁÃÉÑ ÎÁ ÔÅÍÕĄ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 1): ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ C [t]. ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ĂÈÏÒÏÛÉÅĄ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ĄÈÏÒÏÛÉÅĄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ C [t], ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ C [t]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ E ÁÌÇÅÂÒÙ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ O(C ), Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ E ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ Œ ËÏÍÐÁËÔÅ K | ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ E ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÏÓÔËÏŒ O(K) (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 6). þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 7, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ËÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.