óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 11.

âÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ: ÐÒÉÍÅÒÙ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, Ô.Å. ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ fl_b ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ B(K) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ C , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÓÐÅËÔÒ T , Œ ÁÌÇÅÂÒÕ B(H), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(K) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H).

þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÏÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ĂËÏÎËÒÅÔÎÙÈĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, ’ : X → C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÉÛÉÔÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_’, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ L^2(X; ¯). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ:

1) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ Œ ‘^2;

2) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀĄ M_t ∈ B(L^2[a; b]), ÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (M_tf)(x) = xf(x).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2^∗. (äÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ). ïÐÉÛÉÔÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ‘^2(Z), L^2(T) É L^2(R). õËÁÚÁÎÉÅ. óÄŒÉÇ | ÜÔÏ ÓŒÅÒÔËÁ Ó ffi-ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÉÍÉ ÏÂÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. ðÅÒŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÅÄÓËÁÚÕÅÍÏ (ÓÒ. ÕÐÒ. 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 6 É ÕÐÒ. 8 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ K; L ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔÙ, É œ(T ) ⊂ K ⊂ L. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fl^K_b É fl^L_b ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ T ÎÁ K É L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÞÅÒÅÚ r_{LK} : B(L) → B(K) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

B(L)

r_{LK} �

fl^L_b � � B(H)

B(K)^{flKb} � �

ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏ- ÒÁ ËÏÍÐÁËÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ œ(T ), ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ŒÍÅÓÔÏ fl_b(f) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÖÅ ÐÒÉŒÙÞÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(T ) (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ œ(T )).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁË ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ, ÔÁË É ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÙ ÄŒÅ ŒÁÖÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÉ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÉ 6 É 9). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9). åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. 1) éÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÌÉ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_b : B(œ(T )) → B(H)?

2) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ œ(f(T )) = f(œ(T )) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(œ(T ))?

3) ðÕÓÔØ K ⊃ œ(T ) | ËÏÍÐÁËÔ, f ∈ B(K), L ⊃ f(K) | ÄÒÕÇÏÊ ËÏÍÐÁËÔ, É g ∈ B(L). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ g(f(T )) = (g ∘ f)(T )?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÐÏÓËÏÌØËÕ œ(f(T )) = œ(fl_b(f)) ⊂ œ(f) = f(K) ⊂ L.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÓÒ. ÕÐÒ. 11 ÉÚ ÌÅË- ÃÉÉ 6):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ U ∈ B(H) | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÁÍÏÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÙÊ T ∈ B(H) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U = exp(iT ).

äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6^∗. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H É ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ∈ B(H), ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ Œ ŒÉÄÅ exp(T ) ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ T ∈ B(H). õËÁÚÁÎÉÅ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ H ÐÏÄÏÊÄÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(V ) ∩ O(V ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓÉ- ÞÅÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ V ⊂ C . (óÍ. ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÐÒ. 12 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 6.)

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÜÔÏ, Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÄÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, Á ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÅÓÎÏ ŒÚÁÉ- ÍÏÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÈ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ëÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ ĂÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊĄ | ÄÅÌÏ ŒËÕÓÁ^1. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÎÁÞÁÌÅ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÏÎÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

œ ËÕÒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. îÁ ÑÚÙËÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ T = m∑ k=1 ˘_k E_k;

ÇÄÅ E_k | ÐÒÏÅËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅ- ÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ïÎÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÅÔ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ (É, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÌÀÂÏÊ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ T Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÍÏÖÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂÒÁÚ- ÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁÍĄ. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÕÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ É ÄÁÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ

1óÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÔÏÍÅ ËÎÉÇÉ òÉÄÁ É óÁÊÍÏÎÁ ĂíÅÔÏÄÙ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉĄ.

Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ŒÉÄÅ, ÔÏ E_k ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_k . îÏ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, Õ T ÍÏÖÅÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

œÙÈÏÄ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÁËÏŒ. œÓÐÏÍÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÅ ÍÅÒÙ ¯_{x;y}, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y ∈ H. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (3) ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ œ(T ) ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ f(T ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

⟨f(T )x; y⟩ = ∫ œ(T )

f(˘) d¯_{x;y} (˘):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ f(˘) ≡ ˘ ÍÙ ÉÍÅÅÍ

⟨T x; y⟩ = ∫ œ(T )

˘ d¯_{x;y} (˘):

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁŒÏÄÉÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÍÙÓÌØ: Á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÓÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ T = ∫ œ(T )

˘ d(?)(˘)

(ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÇÏ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ)? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ. œ ÜÔÏÍ ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÔÏÞ- ÎÅÅ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÅ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ). þÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÎÕÖÎÏ ÓÐÅÒŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÄÏÌÖÎÏ ÓÔÏÑÔØ ŒÍÅÓÔÏ ŒÏÐÒÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, Ô.Å. ÐÏ ËÁËÏÊ ÍÅÒÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. íÅÒÙ, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÒÉÎÉ- ÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ.

óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ

ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ PR(H) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ Œ H. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ PR(H) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ H, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÏÅËÔÏÒÕ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÅËÔÏ- ÒÁÍÉ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÊ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ P; Q ∈ PR(H) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ (É ÐÉ- ÓÁÔØ P ⊥ Q), ÅÓÌÉ Im P ⊥ Im Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. P ⊥ Q ⇐⇒ P Q = 0 ⇐⇒ QP = 0 ⇐⇒ P + Q ∈ PR(H). ðÒÉ ÜÔÏÍ Im(P + Q) = Im P ⊕ Im Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ P; Q ∈ PR(H). ôÏÇÄÁ P Q ∈ PR(H) ⇐⇒ P Q = QP . ðÒÉ ÜÔÏÍ Im(P Q) = Im P ∩ Im Q.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÔÁËÖÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÅË- ÔÏÒÏŒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ P_1; : : : ; P_n ∈ PR(H), É P_i ⊥ P_j ÐÒÉ i ≠ j. ôÏÇÄÁ ‖^n∑ k=1 ˘_k P_k ‖ = max 1⩽k⩽n |˘_k|

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ˘_1; : : : ; ˘_n ∈ C .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E : A → PR(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ, ÅÓÌÉ 1) E(∅) = 0; 2) E(X) = 1_H ; 3) E(

⨆_n k=1 A_k) =

∑_n k=1 E(A_k), ÅÓÌÉ A_i ∩ A_j = ∅ ÐÒÉ i ≠ j;

4) E(A ∩ B) = E(A)E(B) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A; B ∈ A .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E(A) ⊥ E(B) ÐÒÉ A ∩ B = ∅.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3) Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 4).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ A → PR(C ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ E : A → PR(H) | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H É ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A ÐÏÌÏÖÉÍ E_{x;y} (A) = ⟨E(A)x; y⟩. ôÏÇÄÁ E_{x;y} ∈ M_A (X), É ‖E_{x;y}‖ ⩽ ‖x‖‖y‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, E_{x;y} | ÍÅÒÁ ÎÁ A . þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ, ŒÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ {A_i}^n_{i=1} ⊂ A ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; n ÐÏÄÂÅÒÅÍ ˘_k ∈ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ |⟨E(A_k )x; y⟩| = ˘_k ⟨E(A_k )x; y⟩ É |˘_k| = 1. ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 9, ÐÏÌÕÞÁÅÍ n∑ k=1 |⟨E(A_k)x; y⟩| = n∑ k=1 ˘_k⟨E(A_k )x; y⟩ =

⟨^n∑ k=1 ˘_kE(A_k)x; y ⟩

⩽ ‖ ‖ n∑ k=1 ˘_k E(A_k) ‖ ‖‖x‖‖y‖ ⩽ ‖x‖‖y‖: éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, E_{x;y} ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ, É |E_{x;y} |(A) ⩽ ‖x‖‖y‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A . äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ (X; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, É ÐÕÓÔØ H = L^2(X; ¯). äÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ A ∈ A ÐÏÌÏÖÉÍ E(A) = M_{ØA} (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A). ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, E | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ A . åÓÌÉ ÍÅÒÁ¯ ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ 1, ÌÅÖÉÔ Œ L^2(X; ¯), É ¯ = E_{1;1}.

œÏÔ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ:

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ æ : B_A (X) → B(H) | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ

E^æ : A → PR(H); E^æ(A) = æ(Ø_A)

| ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ A .

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÉÈ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ É ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ E : A → PR(H) | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ A ⊂ 2^X . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ I_E : B_A (X) → B(H) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ I_E(Ø_A) = E(A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A . ðÒÉ ÜÔÏÍ ⟨I_E (f)x; y⟩ = ∫ X f dE_{x;y} (1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B_A (X) É ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ f ∈ B_A (X) É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÐÏÌÏÖÉÍ �_f (x; y) = ∫ X f dE_{x;y} :

éÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÒÙ E_{x;y} ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �_f | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ H. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, |�_f (x; y)| ⩽ ‖f‖‖E_{x;y} ‖ ⩽ ‖f‖‖x‖‖y‖;

ÐÏÜÔÏÍÕ �_f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É ‖�_f ‖ ⩽ ‖f‖. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ I_E (f) ∈ B(H), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ (1). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I_E : B_A (X) → B(H) ÌÉÎÅÊÎÏ, É ‖I_E(f)‖ = ‖�_f ‖ ⩽ ‖f‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B_A (X). éÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ I_E(Ø_A) = E(A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A , ÐÏÜÔÏÍÕ I_E(Ø_AØ_B) = I_E (Ø_{A∩B}) = E(A ∩ B) = E(A)E(B) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A; B ∈ A . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ I_E ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ S_A (X) ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ I_E É ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ S_A (X) Œ B_A (X) ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ I_E : B_A (X) → B(H) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ I_E . îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓËÏÌØËÕ E_{y;x} = E_{x;y} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

⟨I_E ( —f)x; y⟩ = ∫ X —f dE_{x;y} = ∫ X f dE_{y;x} = ⟨I_E(f)y; x⟩ = ⟨x; I_E(f)y⟩ = ⟨I_E (f)^∗x; y⟩:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, I_E | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ B_A (X) ÏÐÅÒÁÔÏÒ I_E(f) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÏÍ f ÐÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ∫ X f(˘) dE(˘):

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. œÙ, ÎÁŒÅÒÎÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏÈÏ- ÖÅ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ó C(X) ÎÁ B(X) (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ): Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉÅÍ ĂÓËÌÅÉŒÁÎÉÑĄ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.

ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 2, ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A ⊂ 2^X | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. óÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ { ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ A → PR(H) } ⇄ { ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ B_A (X) → B(H) }

úÄÅÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÕ æ : B_A (X) → B(H) ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ E^æ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ E : A → PR(H) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ I_E : B_A (X) → B(H).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(T ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E : Bor(K) → PR(H) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ T = ∫ K ˘ dE(˘): (2)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(K) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

f(T ) = ∫ K f(˘) dE(˘): (3)

üÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÅËÉÊ ĂÓÕÒÒÏÇÁÔĄ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÞÅÍÕ ĂÓÕÒÒÏÇÁÔĄ? äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÚÄÅÓØ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (2) ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ (3) ŒÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ E(A) = Ø_A(T ) É ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÅÒÕ E). ïÄ- ÎÁËÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ B(X) Œ B(H), ÏÎ ÅÝÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ wm ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏ- ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ wo ÎÁ B(H). ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÖÅÌÁÅÍÏÇÏ ŒÚÁÉÍÎÏ- ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ, ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ĂÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÈĄ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E : Bor(X) → PR(H) ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÍÅÒÁ E_{x;y} ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E : Bor(X) → PR(H) ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ⇐⇒ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ I_E : B(X) → B(H) ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (=⇒) åÓÌÉ E ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H É ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ‖I_E(f)‖_{x;y} = |⟨I_E (f)x; y⟩| = | | | | ∫ X f dE_{x;y} | | | | = ‖f‖^{Ex;y} :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ I_E ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ.

(⇐=) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ x; y ∈ H. éÚ wm-wo-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ I_E ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ¯_1; : : : ; ¯_n ∈ M(X) É C ¿ 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

‖I_E (f)‖_{x;y} ⩽ C max_{1⩽k⩽n} ‖f‖_{¯k} (4)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X). ðÏÌÏÖÉÍ ¯ =

∑_n k=1 |¯_k|; ÔÏÇÄÁ ¯ ∈ M(X) É ¯ ⩾ 0. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (4) ŒÍÅÓÔÏ f ÆÕÎËÃÉÀ Ø_B, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|E_{x;y} (B)| = |⟨E(B)x; y⟩| ⩽ C max_{1⩽k⩽n} |¯_k (B)| ⩽ C¯(B):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ B =

⨆_m

k=1 B_k ÍÙ ÉÍÅÅÍ m∑ k=1 |E_{x;y}(B_k )| ⩽ C m∑ k=1 ¯(B_k ) = C¯(B);

ÐÏÜÔÏÍÕ |E_{x;y}|(B) ⩽ C¯(B) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B. éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÓÔÉ ¯ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ E_{x;y} .

ðÏÄŒÅÄÅÍ ÉÔÏÇÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(X) → B(H) ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (B(X); wm) → (B(H); wo) ⇄

⇄ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ Bor(X) → PR(H)

âÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒŒÙÍ É ŒÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÙ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÌÅËÃÉÉ 10, Á ÂÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ŒÔÏÒÙÍ É ÔÒÅÔØÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ | Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.

îÁËÏÎÅÃ, ÏÂSSÅÄÉÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 7 Ó ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, K ⊂ C | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

T ∈ B(H) : œ(T ) ⊂ K ⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(K) → B(H) ⇄

⇄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (B(K); wm) → (B(H); wo) ⇄ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ Bor(K) → PR(H) œÏÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, É ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÅÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ). ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(T ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E : Bor(K) → PR(H) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ T = ∫ K ˘ dE(˘): (5)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(K) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

f(T ) = ∫ K f(˘) dE(˘):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒŒÙÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E(B) = E(B ∩ œ(T )) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B ⊂ K (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÅÒÁ E ĂÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁĄ ÎÁ œ(T )).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ E, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , Á ÐÒÏÅËÔÏÒÙ E(B) (ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ B ⊂ K) | ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÏÒÁÍÉ. æÏÒÍÕÌÁ (5) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ïÐÉÛÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÓÄŒÉÇÁ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 1 É 2^∗.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, E : Bor(K) → PR(H) | ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ

1) Ker(T − ˘1) = Im E({˘}) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ œ(T ). 2) œ_p(T ) = {˘ ∈ œ(T ) : E({˘}) ≠ 0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, Œ ÁÌÇÅÂÒÅ B(K) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (t − ˘)Ø_{{˘}} = 0 (ÚÄÅÓØ, ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÞÅÒÅÚ t ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ t(z) = z). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_b, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (T − ˘1)E({˘}) = 0, Ô.Å. Im E({˘}) ⊂ Ker(T − ˘1). äÏËÁÖÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ S ∈ B(H) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ker S = Ker S^∗S. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÅÓÌÉ S ÎÏÒÍÁÌÅÎ, ÔÏ Ker S = Ker S^∗.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ker(T − ˘1) = Ker(T^∗ − —˘1). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Ker(T − ˘1) É ÌÀÂÙÈ m; n ∈ Z_+ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

T^n(T^∗)^mx = ˘^n —˘^mx: (6)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ⊂ B(K) ÕÎÉÔÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ t É —t. ôÏÇÄÁ ÉÚ (6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(T )x = f(˘)x ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ P .

ôÅÐÅÒØ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ y ∈ H. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

f → ⟨f(T )x; y⟩ É f → f(˘)⟨x; y⟩

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ (B(K); wm). ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ŒÙÛÅ, ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ P ⊂ B(K). îÏ P ÐÌÏÔÎÁ Œ (B(K); wm) (ÐÏÞÅÍÕ?), ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ŒÓÅÊ B(K). œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ y ∈ H ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ f(T )x = f(˘)x ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(K) É ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Ker(T − ˘1). ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ f = Ø_{{˘}}, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ E({˘})x = x, Ô.Å. x ∈ Im E({˘}). ó ÕÞÅÔÏÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ 1). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2) | ÜÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1).