óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 12.

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÕÔŒÅÒÖÄÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ T = ∫ œ(T ) – dE(–), ÇÄÅ E | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ)

ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ff(T ), ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(T ) = ∫ œ(T ) f(–) dE(–).

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ. èÏÔÑ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÍÅÎÅÅ ÏÂÝÉÊ, ÞÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ, É ÄÁÅÔ ÍÅÎÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÏÓÔÏ- ÉÎÓÔŒÁ | Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÓÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÝÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÍÅÒÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ. ðÕÓÔØ ’ : [a; b] → R | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ

a = –_0 < –_1 < : : : < –_n = b

ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ [–_{i−1}; –_i] ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ _i. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P (–; ); ÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ d = max_{1⩽i⩽n}(–_i −–_{i−1}). œÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : [a; b] → C É ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ P (–; ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ

S(f; P (–; )) = n∑ i=1 f(_i)(’(–_i) − ’(–_{i−1})):

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏ I ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ’, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ‹ > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ P (–; ) Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÍÅÎØÛÅ ‹ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |S(f; P (–; )) − I| < ". ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÉÛÕÔ I = ∫_b a f(–) d’(–):

åÓÌÉ ’(–) ≡ –, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÕÅÍÁ ÐÏ òÉÍÁÎÕ-óÔÉÌÔØÅÓÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ’ | ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ PR(H). ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏŒÏ ĂÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑĄ ÉÍÅÌÏ ÓÍÙÓÌ, ÎÁÄÏ ÓÐÅÒŒÁ ŒŒÅÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ Œ PR(H).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, P; Q ∈ PR(H) | ÐÒÏÅËÔÏÒÙ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) Im P ⊂ Im Q;

2) P Q = QP = P ;

3) ⟨P x; x⟩ ⩽ ⟨Qx; x⟩ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H; 4) Q − P ∈ PR(H).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ P; Q ∈ PR(H) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ P ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ Q, É ÐÉÛÕÔ P ⩽ Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ E : [a; b] → PR(H); E(–) = E_˘ | ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÁ- ËÁÑ, ÞÔÏ E_a = 0; E_b = 1_H .

1) ðÕÓÔØ f : [a; b] → C . äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ

∫_b a f(–) dE_˘ ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ H É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

2) ðÏÌÏÖÉÍ T =

∫_b a – dE_˘. ôÏÇÄÁ T^∗ = T , ff(T ) ⊂ [a; b], É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C[a; b] ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ f(T ) =

∫_b a f(–) dE_˘ .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ E : [a; b] → PR(H) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÁ- ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T =

∫_b a – dE_˘ ∈ B(H). ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T ∈ B(H) ŒÙÄÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ E.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ T = T^∗ ∈ B(H). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ff(T ) ⊂ R (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 9), É ŒÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ (a; b], ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ff(T ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ

t_+(–) = { –; – ⩾ 0 0; – < 0

É t_−(–) = { −–; – ⩽ 0 0; – > 0

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ – ∈ [a; b] ÐÏÌÏÖÉÍ H_˘ = Ker(t − –)_+(T ), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E_˘ ÏÒÔÏÐÒÏÅË- ÔÏÒ ÎÁ H_˘.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÑ E : [a; b] → PR(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ E^′ : Bor([a; b]) → PR(H) | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ T . ôÏÇÄÁ E_˘ = E^′([a; –]) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ – ∈ [a; b].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÞÁÓÔÏ ÅÅ ÓÁÍÕ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4 (ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

1) E_{a+ffi} = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ‹ > 0, É E_b = 1_H ; 2) E : [a; b] → PR(H); E(–) = E_˘ | ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ; 3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ H ÆÕÎËÃÉÑ [a; b] → H; – → E_˘x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓÐÒÁŒÁ; 4) T =

∫_b a – dE_˘;

5) ÆÕÎËÃÉÑ E : [a; b] → PR(H) ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1){4) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ; 6) f(T ) =

∫_b a f(–) dE_˘ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C[a; b].

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 5). ðÕÓÔØ E | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1), 2) É 4), É ÐÕÓÔØ E^′ | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÉÚ 4). œÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E_˘ ⩽ E^′([a; –]) ⩽ E_¯ ÐÒÉ – < —, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ 3).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ E : [a; b] → PR(H) ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3), ÕËÁ- ÚÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ E : [a; b] → (PR(H); wo).

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ

ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ T ∈ B(H) : ff(T ) ⊂ (a; b] ⇄ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÅ E : [a; b] → PR(H):

∃‹ > 0 : E_{a+ffi} = 0, E_b = 1_H , É – → E_˘x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ∀x

úÄÅÓØ ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÏ ŒÔÏÒÏÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÕ T ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÅÒŒÏÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ E ÏÐÅÒÁÔÏÒ

∫_b a – dE_˘.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÁ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, E : [a; b] → PR(H) | ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, –_0 ∈ ff(T ). ôÏÇÄÁ

–_0 ∈ ff_c(T ) ⇐⇒ ÆÕÎËÃÉÑ – → E_˘x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ –_0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H:

æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ

íÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. óÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ | ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÒÁÚÎÏŒÉÄÎÏÓÔØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÕÀ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_’ ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2(X; —). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌØÚÕ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÞÕŒÓÔŒÏŒÁÌÉ, ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÓÐÅËÔÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÇÒÕÐÐÁÈ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 4).

œÎÁÞÁÌÅ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. íÙ ÕÖÅ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÕÂÅ- ÖÄÁÌÉÓØ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ | ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑÈ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. œÙ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÑÚÙË ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÅÎ, ÞÅÍ ÑÚÙË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ŒËÒÁÔÃÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ.

ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÎÁÄ C ), M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A × M → M; (a; x) → a · x ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (ab) · x = a · (b · x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A; x ∈ M. åÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ É 1 · x = x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ M, ÔÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ.

ðÕÓÔØ M | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_a : M → M, x → a · x. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → L (M); a → L_a | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÁÌÇÅÂÒ, Ô.Å. ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ı : A → L (M) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ A Œ M, ÔÏ M ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÅŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · x = ı(a)x (a ∈ A; x ∈ M). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÉ ÄŒÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ (ĂÍÏÄÕÌØ → ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅĄ É ĂÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ → ÍÏÄÕÌØĄ) ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ìÅŒÙÊ ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M, ÓÎÁÂÖÅÎ- ÎÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A × M → M, (a; x) → a · x ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÕÐÒ. 11 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 1). ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 0, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖a · x‖ ⩽ C‖a‖‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A; x ∈ M. üÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ L_a ∈ L (M) ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÙ, É ‖L_a‖ ⩽ C‖a‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ A → B(M); a → L_a, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ı : A → B(M) ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M, ÔÏ M ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · x = ı(a)x (a ∈ A; x ∈ M).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ M; N | ÌÅŒÙÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙ A-ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ M Œ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ’ ∈ B(M; N) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’(a · x) = a · ’(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A; x ∈ M. (éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ | ÜÔÏ ÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÅŒÙÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙ A-ÍÏÄÕÌÉ É ÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ; ÏÎÁ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A-mod. þÅÒÅÚ A-mod_1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ A-mod, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏ- ÒÏÊ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Œ A-mod, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÎÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1:

h_A-_{mod1} (M; N) = {’ ∈ h_A-_{mod}(M; N) : ‖’‖ ⩽ 1}:

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ A-mod_1 | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÏÄÕÌÅÊ (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 5 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 8).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ- ÚÕÍÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ É ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÁÇÉÒÕÀÔ ÎÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ìÅŒÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÝÅÊ ÅÇÏ Œ ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ⟨a · x; y⟩ = ⟨x; a^∗ · y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H; a ∈ A.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ A → B(H); a → L_a | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → B(H) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ H Œ ÌÅŒÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÒÍÉÎ ĂÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ ÍÏÄÕÌØĄ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Œ ËÁËÏÍ ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÉÎÑÔÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÁ C^∗-ÍÏÄÕÌÑ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C^∗-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ÂÁÎÁÈÏŒ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ A, ÎÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ A-ÚÎÁÞÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉ- ÅÍ ⟨·; ·⟩ : M × M → A. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C^∗-ÍÏÄÕÌØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C^∗-ÍÏÄÕÌÉ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÏÎÉ ÎÁÍ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ. ï ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ Œ ËÎÉÇÅ œ. í. íÁÎÕÊÌÏŒÁ É å. œ. ôÒÏÉÃËÏÇÏ ĂC^∗-ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉĄ ÉÌÉ à. ð. óÏÌÏŒØÅŒÁ É å. œ. ôÒÏÉÃËÏÇÏ ĂC^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ É ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉĄ.

çÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ A-mod, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ÞÅÒÅÚ A-Hmod. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌ- ÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ A-Hmod_1 ⊂ A-mod_1.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ Ó ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÎÁÄ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒŒÏÄÉÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ A ÓÉÍŒÏÌÙ A-mod, A-Hmod É Ô.Ä. ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÅŒÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ (ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ) A-ÍÏÄÕÌÅÊ; Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄÅÔ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÑÚÙË ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÕÄÏÂÅÎ, Œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÉÞÉÎÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 10), ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ C | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÅ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ C(K), Ô.Å. ÏÂSSÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C(K)-Hmod:

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ T Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ff(T ) ⊂ K

⇄ Ob(C(K)-Hmod) = Ob(C(K)-Hmod_1)

ðÏÍÉÍÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ, Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(K)-ÍÏÄÕÌÅÊ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ É, Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(K)-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÍ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ĂÐÏÄ ÄÒÕÇÉÍ ÓÏÕÓÏÍĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ S ∈ B(H_1) É T ∈ B(H_2) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÉÈ ÓÐÅËÔÒÙ, U : H_1 → H_2 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) U ÕÎÉÔÁÒÅÎ É ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ S É T , Ô.Å. ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

H_1^S � U � H_1 U � H_2^T � H_2

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

2) U | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C(K)-Hmod_1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S ∈ B(H_1) É T ∈ B(H_2) ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ

⇐⇒ H_1 ∼= H_2 Œ C(K)-Hmod_1

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ É ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. åÓÌÉ A | (ÂÁÎÁÈÏŒÁ) ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ (ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ) A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · b = ab.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^n = A ⊕ · · · ⊕ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · (a_1; : : : ; a_n) = (aa_1; : : : ; aa_n). ìÀÂÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ A^n, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. åÓÌÉ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A^n | ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖(a_1; : : : ; a_n)‖ = ∑_n

i=1 ‖a_i‖ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÍÅÓÔÏ ∑ i ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ max_i | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÎÏÒ- ÍÁ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É A = C(X), ÔÏ A^n ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ C(X; C^n ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÍÉ Œ C^n .

ðÒÉÍÅÒ 3. (äÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ). ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ı : E → X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ X. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ

`(X; E) = {f : X → E : f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ı ∘ f = 1_X }

ÑŒÌÑÅÔÓÑ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. éÚŒÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ÎÁÄ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ E ⊕ F ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ŒÉÄÁ X × C^N ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N. ðÏÜÔÏÍÕ

`(X; E) ⊕ `(X; F ) ∼= `(X; X × C^N ) ∼= C(X; C^N ) ∼= C(X)^N :

íÏÄÕÌØ P ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, `(X; E) | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ C(X)- ÍÏÄÕÌØ. úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ óÅÒÒÁ-óÕÏÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ C(X)-ÍÏÄÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ` ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÄ X É ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅÓÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÕ ÖÅ ĂÉÄÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀĄ ÎÁÇÒÕÚËÕ, ÞÔÏ É ÐÅÒŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ; Œ ÓŒÏÅ ŒÒÅÍÑ (Œ 60-ÙÈ ÇÇ. ÐÒÏÛÌÏÇÏ ŒÅËÁ) ÏÎÁ ÐÏÓÌÕÖÉÌÁ ÓÔÉÍÕÌÏÍ ÄÌÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÏŒÏÊ ÄÉÓ- ÃÉÐÌÉÎÙ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ K-ÔÅÏÒÉÉ.

úÁÂÅÇÁÑ ŒÐÅÒÅÄ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓËÏÒÅ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ĂÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉĄ ÍÏÄÕÌÅÊ `(X; E) | ÍÏÄÕÌÑÍÉ ĂËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏÌÅÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒĄ ÉÌÉ, ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ĂÐÒÑÍÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒĄ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, — ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(X; —) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, (X ; A ; —) | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, ’ : X → X | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É Bor(X)). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ f ∈ C(X) É ËÁÖÄÏÊ g ∈ L^2(X ; —) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f · g ∈ L^2(X ; —) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f · g)(x) = f(’(x))g(x). ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), L^2(X ; —) ÓÔÁÎÏ- ŒÉÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ L^2(X ; —)_’.

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ, ËÒÏ- ÍÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ. œÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ | ÐÒÉÍÅÒÏÍ 4; ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÎ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÅÓØÍÁ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, M | ÌÅŒÙÊ ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, x ∈ M. úÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Ax = {a · x : a ∈ A}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÊ x ∈ M, ÞÔÏ M = Ax, ÔÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ, Á x | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ M.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, — ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ ÔÅÏ- ÒÉÉ ÍÅÒÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(X) ÐÌÏÔÅÎ Œ L^2(X; —) (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÎÉÇÕ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ É æÏÍÉÎÁ, ÇÄÅ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏËÁÚÁÎ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ X). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ L^2(X; —), ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 4, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏÄÏÊÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ x ≡ 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ L^2(X; —)⊕L^2(X; —)?

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÐÒÉÍÅÒ 6 ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÓÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ) ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C(X)-ÍÏÄÕÌÉ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ŒŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ∗-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ı : C(X) → B(H) ËÁ- ÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ∗-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ~ı : B(X) → B(H), ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H) (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÐÏ ÎÏÒÍÅ (ËÁË É ÌÀÂÏÅ ∗-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ; ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9). ðÏÜÔÏÍÕ H ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ B(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E : Bor(X) → PR(H) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ); ÎÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ E(B)x = ffl_B · x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B ⊂ X É ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ H É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ —_x ∈ M(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

—_x(B) = ⟨E(B)x; x⟩ (B ∈ Bor(X)):

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, —_x | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÅÒÁ E_{x;x} ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ —_x(B) = ‖E(B)x‖^2, ÔÁË ÞÔÏ —_x ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

⟨~ı(f)x; x⟩ = ∫ X f d—_x (f ∈ B(X)) (1)

(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ —_x-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ X ÓÉÍŒÏÌÏÍ [f] ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ —_x.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ j_x : L^2(X; —_x) → H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ j_x([1]) = x. ðÒÉ ÜÔÏÍ j_x ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ, É Im j_x = C(X)x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏe ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉe

B(X) → L^2(X; —_x); f → [f]

| ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ó(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B^2(X; —_x) ⊂ L^2(X; —_x) ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ L^2(X; —_x) (ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ).

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

⟨~ı(f)x; ~ı(g)x⟩ = ⟨~ı(f —g)x; x⟩ = ∫ X f —g d—_x (2)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ B(X). ðÏÌÁÇÁÑ f = g, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f = 0 —_x-Ð.Œ., ÔÏ ~ı(f)x = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ B(X) → H; f → ~ı(f)x

ĂÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑĄ ÞÅÒÅÚ B^2(X; —_x), Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ j^0_x : B^2(X; —_x) → H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ j^0_x([f]) = ~ı(f)x ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ B(X). ïÞÅŒÉÄÎÏ, j^0_x | ÍÏÒÆÉÚÍ C(X)- ÍÏÄÕÌÅÊ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, j^0_x ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ j_x : L^2(X; —_x) → H. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ [1] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ L^2(X; —_x), ŒÅËÔÏÒ x = j_x([1]) | ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÉÊ ÄÌÑ Im j_x. ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ j_x.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ C(X)-ÍÏÄÕÌÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É H | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÅÒÁ — ∈ M(X); — ⩾ 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ H ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ L^2(X; —) Œ C(X)-Hmod_1.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. îÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x ∈ H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

H = span{T^n(T^∗)^mx : n; m ∈ Z_+}:

œÅËÔÏÒ x ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ T .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. åÓÌÉ Œ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÏÎÏ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÓÅÐÁ- ÒÁÂÅÌØÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. îÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ⇐⇒ H | ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(ff(T ))-ÍÏÄÕÌØ.

ó ÕÞÅÔÏÍ ŒÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÍÅÒÁ — ∈ M(ff(T )); — ⩾ 0 É ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : H → L^2(X; —), ÏÓÕÝÅ- ÓÔŒÌÑÀÝÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ T É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ M_t ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀĄ:

H^T � U � H U � L^2(ff(T ); —)^{Mt} � L^2(ff(T ); —)

úÄÅÓØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_t ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M_tf)(x) = xf(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ 7 É 9.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

ðÒÉÍÅÒ 7. (óÒ. ÐÒÉÍÅÒ 6). ðÕÓÔØ K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ìÅ- ÂÅÇÁ, M_t ∈ B(L^2(K)) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀĄ. ôÏÇÄÁ M_t | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ, Á ÆÕÎËÃÉÑ x ≡ 1 | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÌÑ M_t. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÅÒÁ —_1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ.

ðÒÉÍÅÒ 8. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ T_b ∈ B(‘^2(Z)) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ. œÅËÔÏÒ e_0 ∈ ‘^2(Z) (ŒÐÒÏÞÅÍ, ËÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ŒÅËÔÏÒ e_n ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ‘^2(Z)) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÄÌÑ T_b.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÐÉÛÉÔÅ ÍÅÒÕ —_{e0} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. åÓÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ô ∈ B(H) | ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ, ÔÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙ. åÓÌÉ H ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Ó ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1. œÓËÏÒÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ ∈ B(‘^2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ Œ L^2(R) É L^2(T) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ?