óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 13.

æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÍÏÄÕÌÑ É ŒÙÑÓÎÉ- ÌÉ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ C | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C(K)-ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÁ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, Œ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ËÏÍÐÁËÔ K ÌÅÖÁÌ Œ C ; ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X É ÉÚÕÞÁÔØ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙ C(X)-ÍÏÄÕÌÉ. îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ŒÓÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ C(X)-ÍÏÄÕÌÉ; ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ŒÉÄÁ L^2(X; ¯), ÇÄÅ ¯ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÍÅÒÕ ¯ ÔÁË, ÞÔÏ T ÂÕÄÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_t, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÅÍÕ Œ L^2(œ(T ); ¯) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M_tf)(x) = xf(x). üÔÏ É ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ∗-ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

îÁÛÁ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , Ô.Å. ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ M_’, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÉÄÁ L^2(X ; ¯) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M_’f)(x) = ’(x)f(x); ÚÄÅÓØ (X ; ¯) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, Á ’ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÎÁ X . ïÓÎÏŒÎÁÑ ÉÄÅÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏŒÁ: ÍÙ ŒÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÎÁÛ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÉÌÉ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ ÍÏÄÕÌØ) Œ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ, Á ÚÁÔÅÍ ĂÓËÌÅÉÍĄ ÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ Œ ÏÄÎÕ.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. ôÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅ- ÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ: ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÛÅ ÉÚÕÞÉÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ĂÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ËÉÒÐÉÞÉËÉĄ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ: ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅ- ŒÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ), ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË), ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÈ). . . (íÏÖÅÔÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÓŒÏÉÍÉ ÌÀÂÉÍÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ). œÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ: Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÎÁÄ C [t], Œ ÔÒÅÔØÅÍ | ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ C G. œ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ, Á Œ ÔÒÅÔØÅÍ (ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÈÏÒÏÛÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ C G) ÉÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÄÁÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ. ó ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÁËÏŒÁ: ÌÀÂÏÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ (ÎÏ ÎÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ!) ÐÏÄÍÏ- ÄÕÌÅÊ. äÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ-ÄŒÅ ÌÅËÃÉÉ) ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ, Á ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÙ.

çÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÉÖÅ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÒÑÄÁÍÉ ŒÉÄÁ ∑ i∈I x_i, ÇÄÅ I | ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ É x_i ∈ C . óÄÅÌÁÅÍ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ J = {i ∈ I : x_i ≠ 0} ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏ, É ÒÑÄ ∑ i∈J |x_i| ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ( ⇐⇒ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ) ÎÕ- ÍÅÒÁÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ J. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ∑ i∈I x_i = ∑ i∈J x_i; ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ J.

ðÕÓÔØ {H_i}_{i∈I} | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {H_i}_{i∈I} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: _⨁ i∈I H_i = { x = (x_i) ∈ ∏ i∈I H_i : ∑ i∈I ‖x_i‖^2 ¡ ∞ } : õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ H = _ ⨁ i∈I H_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ∏ i∈I H_i. äÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÒÑÄ ∑ i∈I ⟨x_i; y_i⟩ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÆÏÒÍÕÌÁ ⟨x; y⟩ = ∑ i∈I ⟨x_i; y_i⟩ ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ H, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_i ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ H Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ H_i Ó ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ H É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ H_i ⊂ H.

ðÒÉÍÅÒ 1. åÓÌÉ I = N É H_i = C ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, ÔÏ _ ⨁ i∈I H_i = ‘^2. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ I ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÐÏÎÑÔÎÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ‘^2(I).

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ÚÁÄÁÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_i ∈ B(H_i), ÐÒÉÞÅÍ sup_i ‖T_i‖ ¡ ∞. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ T (x) = (T_ix_i)_{i∈I} (ÇÄÅ x = (x_i)_{i∈I} ∈ _ ⨁ i∈I H_i) ÚÁÄÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T Œ _ ⨁ i∈I H_i. ðÒÉ ÜÔÏÍ ‖T ‖ = sup_i ‖T_i‖.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ïÐÅÒÁÔÏÒ T , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ {T_i}_{i∈I} É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ _⨁_{i∈I} T_i.

ðÒÉÍÅÒ 2. åÓÌÉ I = N É H_i = C ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, ÔÏ _ ⨁ i∈I T_i | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ Œ ‘^2.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÄÏËÁ- ÖÅÍ ÐÒÏÓÔÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, H | ÌÅŒÙÊ ÕÎÉ- ÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ‖a · x‖ ⩽ ‖a‖‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A; x ∈ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÕÎÉ- ÔÁÌØÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÎÏÒÍÕ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9).

ïÂSSÅÄÉÎÑÑ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ Ó ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, {H_i}_{i∈I} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÌÅŒÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ _ ⨁ i∈I H_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ a · (x_i)_{i∈I} = (a · x_i)_{i∈I} .

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ H_i-ÙÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ H, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÚÑÔÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, H | ÌÅŒÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, {H_i}_{i∈I} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ H. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ U : _ ⨁ i∈I H_i → H Œ A-Hmod ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ux = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H_i É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ U ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÎ, É Im U = ∑ i∈I H_i (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ).

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ. ëÌÀÞÅ- ŒÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, H | ÌÅŒÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A- ÍÏÄÕÌØ, H_0 ⊂ H | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ É H^⊥_0 | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ x ∈ H^⊥_0 É a ∈ A, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ H_0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ⟨a · x; y⟩ = ⟨x; a^∗ · y⟩ = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a · x ∈ H^⊥_0 .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, H | ÌÅ- ŒÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {H_i}_{i∈I} ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ H, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ H = ∑ i∈I H_i.

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, H ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ _ ⨁ i∈I H_i Œ A-Hmod_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ H. üÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ C ⊂ M ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ ff = ⋃ {fi : fi ∈ C} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ M É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ C. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ M ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ fl = {H_i}_{i∈I} . ðÏÌÏÖÉÍ H_0 = ∑ i∈I H_i É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ H_0 = H. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ H^⊥_0 ≠ 0, É H^⊥_0 | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ H ÐÏ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ x ∈ H^⊥_0 ; ÔÏÇÄÁ Ax ⊂ H^⊥_0 | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÓÅÍ H_i-ÙÍ. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ fl. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, H_0 = H, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÜÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÌÅŒÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {¯_i}_{i∈I} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÅÒ ÎÁ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ H ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ _ ⨁ i∈I L^2(X; ¯_i) Œ C(X)-Hmod.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {¯_i}_{i∈I} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÅÒ ÎÁ œ(T ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ _ ⨁ i∈I M^{¯i}_t , ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ÏÐÅÒÁÔÏÒ M^{¯i}_t ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ L^2(œ(T ); ¯_i) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M^{¯i}_t f)(z) = zf(z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ H Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(œ(T ))-ÍÏÄÕÌØ (ÓÍ. ÐÒÏ- ÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ) É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÁÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ïÄÎÁËÏ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË: ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ T Œ ÓÕÍÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M^{¯i}_t , ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÉÎ ĂÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ËÉÒÐÉÞÉËĄ M^{¯i}_t ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÅÒÙ ¯, ˚_1, ˚_2 ÎÁ ËÁËÏÍ- ÎÉÂÕÄØ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M^¯_t ∈ B(L^2(K); ¯) ÂÙÌ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ M^{˚1}_t _⊕M^{˚2}_t .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ŒÓÅ ÖÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ É ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. ðÕÓÔØ A É B | ÂÁÎÁ- ÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ, : A → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ëÁÖÄÙÊ ÌÅŒÙÊ ÂÁÎÁÈÏŒ B- ÍÏÄÕÌØ M ÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ËÁË ÌÅŒÙÊ ÂÁÎÁÈÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÌÁÇÁÑ a · x = (a) · x ÄÌÑ a ∈ A; x ∈ M. åÓÌÉ u : M → N | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ B-mod, ÔÏ ÏÎ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É Œ A-mod ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ A ÎÁ M É N. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ^# : B-mod → A-mod. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ŒÄÏÌØ ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.

îÁÚŒÁÎÉÅ ĂÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁĄ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ | ŒÅÄØ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÚ A Œ B, Á ^# | ÉÚ B-mod Œ A-mod. üÔÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÏÐÒÁŒ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÉÈ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ (Ô.Å. ÆÕÎËÔÏÒ ĂÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ → ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÕÎËÃÉÊĄ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ; ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 8). œÏÔ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ (X ; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ’ : X → X | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É Bor(X)). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’^• : C(X) → L^∞(X ; ¯) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’^•(f) = f ∘ ’. ïÎ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ (’^•)^# : L^∞(X ; ¯)-mod → C(X)-mod. åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ Ë L^2(X ; ¯) (ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ L^∞(X ; ¯)), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ C(X)-ÍÏÄÕÌØ L^2(X ; ¯)_’ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 5 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ).

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ). ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÌÅŒÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X ; A ; ¯) É ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : X → X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ H ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ L^2(X ; ¯)_’ Œ C(X)-Hmod_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ H Œ ŒÉÄÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÚSS- ÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ X = ⨆ i∈I X_i, ÇÄÅ X_i = X ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ œ-ÁÌÇÅÂÒÕ A ⊂ 2^X É ÍÅÒÕ ¯ : A → [0; +∞] ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: A = {⨆ i∈I B_i : B_i ∈ Bor(X_i ) } ;¯ (⨆ i∈I B_i ) = { ∑ i∈I ¯_i(B_i); ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ +∞ ÉÎÁÞÅ îÁËÏÎÅÃ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : X → X, ÐÏÌÁÇÁÑ ’(x) = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X_i É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ I.

þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ H É L^2(X ; ¯)_’, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ

H_i = {f ∈ L^2(X ; ¯)_’ : f = 0 Ð.Œ. ŒÎÅ X_i}:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ H_i ⊥ H_j ÐÒÉ i ≠ j. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U_i : L^2(X; ¯_i) → H_i, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ f ∈ L^2(X; ¯_i) ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅÍ ŒÎÅ X_i, ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ C(X)-Hmod_1. ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ U : _ ⨁ i∈I L^2(X; ¯_i) → L^2(X ; ¯)_’, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ L^2(X; ¯_i) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó U_i, Á ÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ ∑ i∈I H_i. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ U ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f ∈ L^2(X ; ¯) É f ⊥ H_i, ÔÏ f = 0 Ð.Œ. ÎÁ X_i. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏ ÔÁË ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, ÔÏ f = 0 Ð.Œ. ÎÁ X . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (Im U)^⊥ = 0, É U | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

îÁ ÑÚÙËÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ). ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X ; A ; ¯) É ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ : X → C ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_’ ∈ B(L^2(X ; ¯)), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (M_’f)(x) = ’(x)f(x).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. åÓÌÉ H ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, Á T ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ R, Á ÍÅÒÕ ¯ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÍÏÝÎÏÅ ÓÒÅÄÓÔŒÏ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ĂÚÁÄÁÒÏÍĄ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ T Œ ŒÉÄÅ U^{−1}M_’U (ÇÄÅ U | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ T É M_’), É ÐÏÌÏÖÉÔØ f(T ) = U^{−1}M_{f ∘’}U. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ T (ÓÍ. ÕÐÒ. 1 É 13 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 11).

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Im T ÚÁÍËÎÕÔ ⇐⇒ 0 | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ œ(T ). 2) œÅÒÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ? œÅÒÎÁ ÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÊ \=⇒" ÉÌÉ \⇐="?

L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. óËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ.

œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÏÓÎÏŒÎÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. íÙ ÕÖÅ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÚÁÐÁÓ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÅÇÏ ÓÔÒÏÅÎÉÉ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÅ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 10). ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ É ÐÏÚŒÏÌÉÌ ÎÁÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ

ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÅÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÈ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÂÒÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ïËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÈÏÔÉÍ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ Œ ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙ- ÍÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ. îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÕ ÍÅÒÕ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ (X; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

L^∞(X; ¯) → (L^1(X; ¯))^∗; f → F_f ;

ÇÄÅ F_f (g) = ∫ X fg d¯ ∀g ∈ L^1(X; ¯):

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÎÁ L^∞(X; ¯) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÁÂÁÑ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ œ(L^∞; L^1) (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 7).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ¯ ∈ M(X) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ.

1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C(X) → L^∞(X; ¯), ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÅÇÏ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ÅÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯, ÐÌÏÔÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ B(X) → L^∞(X; ¯) ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(X) É ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ L^∞(X; ¯).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ, ¯ ∈ M(K) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÞÅÒÅÚ t ∈ L^∞(K; ¯) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(z) = z (z ∈ K) | ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ T ÎÁ (K; ¯) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØ- ÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_∞ : L^∞(K; ¯) → B(H), ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ ÎÁ L^∞(K; ¯) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H) É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_∞(t) = T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÎÁ (K; ¯) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÏÇÄÁ:

1) ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ; 2) œ(T ) ⊂ K; 3) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ B(K)^{flb} � � B(H)

L^∞(K; ¯)

fl_∞ � � � � ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. (úÄÅÓØ fl_b | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T , Á ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÓÍ. ÕÐÒ. 7).

åÓÌÉ ÐÒÏ ÍÅÒÕ ¯ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ!). îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏ- ÑÔØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ

¯ ÎÁ œ(T ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . óÔÒÏÉÔØ ÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÕÎÉ- ÔÁÌØÎÙÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ C(X)-ÍÏÄÕÌØ, ß : C(X) → B(H) É ~ß : B(X) → B(H) | ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, E : Bor(X) → PR(H) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 11).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. îÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ∈ M(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ H, ÅÓÌÉ ÄÌÑ B ∈ Bor(X) ÕÓÌÏŒÉÑ E(B) = 0 É ¯(B) = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ.

ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ ¯; ˚ | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ A , ˚ ⩾ 0.

1) çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ¯ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚, ÅÓÌÉ ÉÚ ˚(A) = 0; A ∈ A ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(A) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÉÛÕÔ ¯ ≪ ˚.

2) åÓÌÉ ¯ ⩾ 0, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ¯ É ˚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (É ÐÉÛÕÔ ¯ ∼ ˚), ÅÓÌÉ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ¯ ≪ ˚ É ˚ ≪ ¯, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÄÌÑ A ∈ A ÕÓÌÏŒÉÑ ˚(A) = 0 É ¯(A) = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (òÁÄÏÎ, îÉËÏÄÉÍ). ðÕÓÔØ ¯; ˚ | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ A , ÐÒÉÞÅÍ ˚ ⩾ 0. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) ¯ ≪ ˚;

(ii) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ˚-ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ æ : X → C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ¯(A) = ∫ A æ d˚ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A (Ô.Å., Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÌÅËÃÉÉ 10, ¯ = æ · ˚);

(iii) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ˚(A) ¡ ffi, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ |¯|(A) ¡ ”.

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ¯ ⩾ 0, ÔÏ É æ ⩾ 0 ˚-Ð.Œ. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ æ (ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ˚) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. æÕÎËÃÉÑ æ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^{d¯}_{d˚} É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ òÁÄÏÎÁ-îÉËÏÄÉÍÁ ¯ ÐÏ ˚ (ÉÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ¯ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÄÏÎÁ-îÉËÏÄÉÍÁ | ÜÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (i)⇒(ii) Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (ii)⇒(iii) | ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, Á ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (iii)⇒(i) ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

* * *

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. œÅËÔÏÒ x ∈ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÍ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ~ß, ÅÓÌÉ ÄÌÑ f ∈ B(X) ÉÚ ~ß(f)x = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~ß(f) = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ x ∈ H | ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ, ÔÏ ÍÅÒÁ ¯_x (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 12) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ¯_x(B) = ‖E(B)x‖^2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B ⊂ X. ðÏÜÔÏÍÕ ¯_x(B) = 0 ⇐⇒ E(B)x = 0 ⇐⇒ E(B) = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

éÔÁË, ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÓŒÅÌÓÑ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ H ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÔÏ Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ H Œ ŒÉÄÅ H = ∑ i∈I H_i, ÇÄÅ H_i | ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ Œ H (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2). éÚ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ H ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ I ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ I = N ÉÌÉ I = {1; : : : ; n}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I ŒÙÂÅÒÅÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ x_i ∈ H_i; ‖x_i‖ = 1, É ÐÏÌÏÖÉÍ x = ∑ i x_i 2^i .

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ x | ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ~ß(f)x = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ f ∈ B(X), ÔÏ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ H_i-ÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~ß(f)x_i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I. ðÏÓËÏÌØËÕ x_i | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÌÑ H_i, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~ß(f)|_{Hi} = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, Ô.Å. ~ß(f) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x | ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ: Á ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÙÅ ÍÅÒÙ ÄÌÑ H, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕËÁÚÁÎÙ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 3? ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ H:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ x (ÜÔÏ ÚÁŒÅ- ÄÏÍÏ ÔÁË, ÅÓÌÉ H ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ).

1) åÓÌÉ ˚ ∈ M(X); ˚ ⩾ 0 É ˚ ≪ ¯_x, ÔÏ ˚ = ¯_y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ H. 2) ìÀÂÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¯_y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÄÒÕÇÏÇÏ) ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ y ∈ H.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÁÄÏÎÁ-îÉËÏÄÉÍÁ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ É ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÑ ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11^∗. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) Œ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ; 2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¯_y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ y ∈ H.

õËÁÚÁÎÉÅ. ëÌÀÞÅŒÏÊ ÍÏÍÅÎÔ | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ: ÅÓÌÉ ÎÅËÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ÍÅÒ {¯_i : i ∈ I} Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ¯(B) = 0 ⇐⇒ ¯_i(B) = 0 ∀i ∈ I, ÔÏ ÏÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÍÕ ÅÇÏ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔŒÕ.

ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÎÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ H) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ⩾ 0 ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ¯({x}) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X, ÔÏ ¯(X \ S) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ⊂ X.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ ¯ | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ H. ôÏÇÄÁ

Ker ~ß = {f ∈ B(X) : f = 0 ¯_x-Ð.Œ. ∀x ∈ H} = {f ∈ B(X) : f = 0 ¯-Ð.Œ.}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B ⊂ X ÉÍÅÅÍ

¯(B) = 0 ⇐⇒ E(B) = 0 ⇐⇒ ‖E(B)x‖^2 = 0 ∀x ∈ H ⇐⇒ ¯_x(B) = 0 ∀x ∈ H:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖~ß(f)x‖^2 = ∫ X |f|^2d¯_x.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÏÄÎÏ ÎÅÓÌÏÖ- ÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÏÂ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. äŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ∗-ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ I ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ a^∗ ∈ I.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. åÓÌÉ I | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ∗-ÉÄÅÁÌ Œ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÔÏ ÆÁË- ÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ (a + I)^∗ = a^∗ + I. åÓÌÉ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A=I, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÆÁËÔÏÒÎÏÒÍÏÊ É ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ß : C(X) → B(H) | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ~ß | ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ B(X), ¯ ∈ M(X) | ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ß_∞ : L^∞(X; ¯) → B(H), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ:

B(X)^{ß̃} � � B(H)

L^∞(X; ¯)

ß_∞ � � � �

ðÒÉ ÜÔÏÍ ß_∞ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏÊ^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ L^∞(X; ¯) É ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ B(H).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ß_∞ ÏÞÅŒÉÄÎÁ; ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ I_0 = Ker ~ß; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ∗-ÉÄÅÁÌ Œ B(X). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ß_∞ : B(X)=I_0 → B(H); f + I_0 → ~ß(f):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ß_∞ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ó ÕÞÅ- ÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ B(X)=I_0 → L^∞(X; ¯), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ f + I_0 Œ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÅ 3 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 2). ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ B(X)=I_0 É L^∞(X; ¯), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ß_∞ : L^∞(X; ¯) → B(H).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ß_∞ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ x; y ∈ H ÐÏÄÏÂÒÁÔØ æ ∈ L^1(X; ¯) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

‖ß_∞(f)‖_{x;y} ⩽ ‖f‖_æ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ L^∞(X; ¯): (1)

éÔÁË, ÐÕÓÔØ x; y ∈ H. ôÏÇÄÁ

‖ß_∞(f)‖_{x;y} = |⟨~ß(f)x; y⟩| = | | | ∫ X f dE_{x;y} | | | (2)

(ÚÄÅÓØ ÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌ f ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ É ÅÅ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E_{x;y} ≪ ¯. ðÏÌÏÖÉÍ æ = dE_{x;y} =d¯; ÔÏÇÄÁ ÉÚ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

‖ß_∞(f)‖_{x;y} = | | | ∫ X fæ d¯ | | | = ‖f‖æ; ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß_∞ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.

ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ĂŒ ÌÏÂĄ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ É ŒÙŒÅÓÔÉ ÅÇÏ ÉÚ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15^∗. ðÕÓÔØ A; B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ, ’ : A → B | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ’ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ: Á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ŒÚÑÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÕÀ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. ëÁËÏÊ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÅÒÁ ¯ ∈ M(X); ¯ ⩾ 0, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÎÅÅ ÂÙÌÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 6? (îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ.)

œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÔÅÏÒÅÍÁ 6 ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ œ(T ), ¯ ∈ M(K) | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . ôÏÇÄÁ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ÎÁ (K; ¯) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉ- ÄÁÔØ, ÞÔÏ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÁÈ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁ- ÓÏŒÁÎÙ (ÓÒ. ÕÐÒ. 3 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 11). þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÓÍÙÓÌ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ É ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ. äÌÑ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÜÔÏÇÏ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÁ ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÏÓÉÔÅÌØ ÍÅÒÙ ¯ ∈ M(X) | ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ supp ¯ ⊂ X, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x =∈ supp ¯ ⇐⇒ ∃ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x : ¯(U) = 0:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, supp ¯ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÍÅÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÄÎÁËÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏ- ŒÏÒÑ, ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ĂÎÏÓÉÔÅÌØ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÁÒÔÉËÌÅÍĄ). îÏÓÉÔÅÌØ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, ¯ | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊃ œ(T ). ôÏÇÄÁ supp ¯ = œ(T ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ K; K_1 ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔÙ, œ(T ) ⊂ K_1 ⊂ K, É ¯ ∈ M(K) | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÄÌÑ T ∈ B(H). ôÏÇÄÁ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ¯|_{Bor(K1)} ∈ M(K_1) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÄÌÑ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fl^K_∞ É fl^{K1}_∞ L^∞- ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ T ÎÁ K É K_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÞÅÒÅÚ r_{KK1} : L^∞(K; ¯) → L^∞(K_1; ¯) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

L^∞(K; ¯)

r_{KK1} �

fl^K_∞ � � B(H)

L^∞(K_1; ¯)^{flK1∞} � �

ðÏÓËÏÌØËÕ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÅ 8) É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊃ œ(T ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÍÅÓÔÏ fl_∞(f) ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(T ) | ËÁË É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÈÓÑ ÎÁÍ ÒÁÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ L^∞-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ Õ ÂÏÒÅ- ÌÅŒÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, ¯ | ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊃ œ(T ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ L^∞(K; ¯) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

œ(f(T )) = { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ÎÁ œ(T ) }: