óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 2.

ðÒÉÍÅÒÙ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÏ ŒŒÅÄÅÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕ- ÐÁÔØ Ë ÉÈ ÉÚÕÞÅÎÉÀ, ŒŒÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÕÄÏÂÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á B ⊂ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÕ A. ôÏÇÄÁ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B, ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ Œ A, ÏÂÒÁÔÉÍ É Œ B.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, B | ÅÅ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ œ_A(b) = œ_B(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ˙ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ C(˙) | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌ- ÇÅÂÒÁ Œ F (˙). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ‘^∞(S) ⊂ F (S) ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ).

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ ÐÒÉÍÅÒ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ B(E) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ, B(E) | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ L (E).

ðÒÉÍÅÒ 2. áÌÇÅÂÒÁ ‘^∞(X), ÇÄÅ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ‖f‖_∞ = sup_{x∈X} |f(x)|.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ ˙ | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C(˙) | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ ‘^∞(˙), É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C(˙) | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ ‘^∞(˙).

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ C^n[a; b] | ÁÌÇÅÂÒÁ n ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. ïÎÁ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖ = max_{0⩽k⩽n} ‖f^{(k)}‖_∞, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÏ ŒÓÅÍÉ (ŒÐÌÏÔØ ÄÏ n-ÏÊ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ ĂÐÏÄÐÒÁŒÉÔØĄ ÎÏÒÍÕ, ÔÏ C^n[a; b] ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. 1) äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÌÎÏÔÕ C^n[a; b] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

2) õËÁÖÉÔÅ ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÎÁ C^n[a; b], ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 5 (ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 2^X | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A ⊂ 2^X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) X ∈ A ;

2) ÅÓÌÉ S ∈ A , ÔÏ X \ S ∈ A ; 3) ÅÓÌÉ {S_n}^∞_{n=1} ⊂ A , ÔÏ ⋃ n S_n ∈ A .

ðÕÓÔØ A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A -ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ f^{−1}(U) ∈ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ C . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B_A (X) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÙÈ Œ ËÕÒÓÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B_A (X) | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ ‘^∞(X) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ.

œÙÄÅÌÉÍ ÏÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, Ô.Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÁÑ ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍÉ, Á ÁÌÇÅÂÒÕ B_A (X) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ B(X).

äÒÕÇÏÊ ŒÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ ÎÁ A ÚÁÄÁÎÁ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ ¯ : A → [0; +∞), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ¯ (⋃_∞ n=1 S_n ) = ∑_∞ n=1 ¯(S_n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {S_n} ⊂ A ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÒÏÊËÁ (X; A ; ¯) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ĂÒÁÓÛÉÒÉÔØĂ (ÔÏÞÎÅÅ, ĂÐÏÐÏÌÎÉÔØĄ) œ-ÁÌÇÅÂÒÕ A , ÄÏÂÁŒÉŒ Ë ÎÅÊ ŒÓÅ ¯-ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ A , É ÍÅÒÁ ¯ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ M. æÕÎËÃÉÉ ÎÁ X, ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ M, ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ¯-ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÉÚÍÅÒÉ- ÍÙÍÉ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ B_M(X) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ B_A (X), ÎÏ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÊ ÐÒÉ M ≠ A . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÇÏ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ, B[a; b] ≠ B_M[a; b] (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ).

ðÒÉÍÅÒ 6 (ÁÌÇÅÂÒÁ L^∞(X; ¯)). ðÕÓÔØ (X; ¯) = (X; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f; g : X → C ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ¯-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ¯{x ∈ X : f(x) ≠ g(x)} = 0. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [f]. éÚÍÅÒÉ- ÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ E ⊂ X, ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ ¯(X \ E) = 0. (ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁ- ÚÁÔØ É ÔÁË: ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ). óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ

ess sup |f| = inf { ‖f|_E ‖_∞ : E ⊂ X; ¯(X \ E) = 0 } : ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÎÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ess sup |f| ÎÅ ÍÅÎÑ- ÀÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^∞(X; ¯) ÓÏÓÔÏÉÔ, ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅŒÁÖÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉ M-ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: ÄÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ M-ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ A -ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÅÓÌÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÒÁÎØÛÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÌÉ), ÞÔÏ L^∞(X; ¯) | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ‖[f]‖ = ess sup |f| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ f ∈ [f]. ôÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ L^∞(X; ¯) | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÎÅËÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ É ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ĂÆÕÎËÃÉÑÈ ÉÚ L^∞(X; ¯)Ą, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ËÌÁÓÓÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

þÔÏÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏ- ÂÉÔÓÑ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÙ. œÎÁÞÁÌÅ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÁŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ), ÅÓÌÉ ab ∈ I ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A É b ∈ I (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ I É b ∈ A). ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÌÅŒÙÍ, É ÐÒÁŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

åÓÌÉ I ⊂ A | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a + I)(b + I) = ab + I.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á E_0 ⊂ E | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E=E_0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‖x+E_0‖ = inf{‖x + y‖ : y ∈ E_0}. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÏÒÍÁ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ x + E_0 ÒÁŒÎÁ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÎÅÇÏ ÄÏ ÎÕÌÑ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÏÊ | ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Ô.Å. ÓÉÌØÎÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E → E=E_0; x → x+E_0 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÎÏÒÍÙ E=E_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!)

îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á I ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ A=I | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. îÏÒÍÁ ÎÁ A=I ÓÕÂÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ. åÓÌÉ A ÕÎÉÔÁÌØÎÁ É ‖1_A‖ = 1, ÔÏ É ‖1_{A=I} ‖ = 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. ðÏÌÏÖÉÍ I_0 = {f ∈ B_A (X) : f = 0 ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ }. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ I_0 | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ B_A (X), É ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ- ÁÌÇÅÂÒÁ B_A (X)=I_0 ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ L^∞(X; ¯).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉ- ÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ L^∞(X; ¯) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¯(f^{−1}(U)) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ U ⊂ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, f | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ L^∞(X; ¯) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ 1=f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ E ⊂ X, ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ ¯(X \ E) = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0 |f(x)| ⩾ ” ŒÓÀÄÕ ÎÁ E. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÕÖÎÏÇÏ U ÐÏÄÏÊÄÅÔ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ Œ C . ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ U Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ E = X \ f^{−1}(U).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ f : X → C | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÞËÁ ˘ ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f, ÅÓÌÉ ¯(f^{−1}(U)) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ ˘; U ⊂ C .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ f ∈ L^∞(X; ¯). ôÏÇÄÁ œ(f) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÅÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ C .

éÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÏÊ É ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÑÈ, ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÐÅËÔÒÙ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÉÌÉ ĂÐÏÞÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔĄ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óËÏÒÏ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ĂÐÏÞÔÉĄ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ĂÐÏÄÐÒÁŒÉÔØĄ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ. á ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ, ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÜÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÁË.

ðÒÉÍÅÒ 7 (ÄŒÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ). ðÕÓÔØ K | ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C , Int K | ÅÇÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ Œ C(K):

P(K) = {p|_K : p ∈ C [t]} (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Œ C(K)); A (K) = {f ∈ C(K) : f|_{Int K} ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ }:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, P(K) ⊂ A (K), É A (K) | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ C(K).

ðÏÌÏÖÉÍ D = {z ∈ C : |z| ¡ 1} É T = {z ∈ C : |z| = 1}. áÌÇÅÂÒÁ A (D ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

1) P(D ) = A (D ); 2) P(T) ≠ A (T);

3) ÁÌÇÅÂÒÙ P(T) É A (D ) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ œ_{P(T)}(f) ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ P(T) ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ f(T), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ f ÎÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ P(T) ⊂ C(T) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ œ_{P(T)}(f).

óÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÐÅËÔÒÁÈ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.

(i) åÓÌÉ a ∈ A, É ‖a‖ ¡ 1, ÔÏ 1 − a ÏÂÒÁÔÉÍ, É (1 − a)^{−1} = ∑_∞ n=0 a^n.

(ii) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Inv(A) ÏÔËÒÙÔÏ Œ A. (iii) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Inv(A) → Inv(A); a → a^{−1} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (i) ðÏÓËÏÌØËÕ

∑_n k=0 ‖a^k‖ ⩽

∑_n k=0 ‖a‖^k, Á A ÐÏÌÎÁ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ (i) ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ A ÐÒÉ ‖a‖ ¡ 1 Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ b ∈ A. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÐÏÌÏÖÉÍ S_n =

∑_n k=0 a^k. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (1 − a)S_n = S_n(1 − a) = 1 − a^{n+1}. ðÒÉ n → ∞ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (1 − a)b = b(1 − a) = 1, Ô.Å. b = (1 − a)^{−1}, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

(ii) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ Inv(A) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L_a : A → A; b → ab ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ A ÎÁ ÓÅÂÑ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Inv(A) Œ Inv(A). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ Inv(A) ÏÔËÒÙÔÏ Œ A É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ (Á ÔÁËÏÅ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ (i)), ÔÏ L_a(U) ÏÔËÒÙÔÏ Œ A É ÓÏÄÅÒÖÉÔ a.

(iii) ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a → a^{−1} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ffi ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ‖a − 1‖ ¡ ffi; a ∈ Inv(A) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ‖a^{−1} − 1‖ ¡ ”.

œÏÚØÍÅÍ ÓÐÅÒŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ b ∈ A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖b‖ ¡ 1. ôÏÇÄÁ ÉÚ (i) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (1 − b)^{−1} = 1 + ∑_∞ n=1 b^n, ÏÔËÕÄÁ

‖(1 − b)^{−1} − 1‖ ⩽ ∞∑ n=1 ‖b‖^n = ‖b‖ 1 − ‖b‖ : (1)

ðÕÓÔØ ffi ¿ 0 ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ffi ¡ 1 É ffi=(1−ffi) ¡ ”. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ‖a−1‖ ¡ ffi, ÔÏ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ b = 1 − a Œ (1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖a^{−1} − 1‖ ¡ ”, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a → a^{−1} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ G × G → G ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, Á ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ G → G ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ G.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÂÁŒÎÏÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂ ĂÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉĄ. œÎÁÞÁÌÅ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ C . çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ A Œ C ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÎÉÔÁÌÅÎ (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ìÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, É ÅÇÏ ÎÏÒ- ÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø : A → C ÒÁÚÒÙŒÅÎ, ÉÌÉ ÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, ÎÏ ‖Ø‖ ¿ 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ A; ‖a‖ ¡ 1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ø(a) = 1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÜÌÅÍÅÎÔ 1 − a ÏÂÒÁÔÉÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÏŒ ÖÅ É Ø(1 − a) ∈ C . îÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. äÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ëÁËÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ? óÏÈÒÁÎÑÅÔ ÌÉ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2?

ôÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÓÐÅËÔÒÁÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ (i) œ(a) | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C ; (ii) ÅÓÌÉ ˘ ∈ œ(a), ÔÏ |˘| ⩽ ‖a‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó (ii). åÓÌÉ |˘| ¿ ‖a‖, ÔÏ ‖˘^{−1}a‖ ¡ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ 1−˘^{−1} a ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. úÎÁÞÉÔ, É a − ˘1 ÏÂÒÁÔÉÍ, Ô.Å. ˘ =∈ œ(a). üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (ii) É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ œ(a). ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : C → A; ’(˘) = a−˘1, É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C \œ(a) = ’^{−1}(Inv(A)) ÏÔËÒÙÔÏ ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ’ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œ(a) ÚÁÍËÎÕÔÏ, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

éÔÁË, ÓÐÅËÔÒ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅÐÕÓÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ. òÅ- ÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ R_a : C \ œ(a) → A; R_a(˘) = (a − ˘1)^{−1}.

ìÅÍÍÁ 1. R_a ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ C \ œ(a), É lim_{˘→∞} R_a(˘) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ R_a ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏ- ÇÏ Œ Inv(A) (ÔÅÏÒÅÍÁ 1). äÁÌÅÅ,

‖R_a(˘)‖ = ‖(a − ˘1)^{−1}‖ = |˘|^{−1} ‖(1 − ˘^{−1}a)^{−1}‖:

ðÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ˘ → ∞, Á ŒÔÏÒÏÊ | Ë ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÎÏ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ ’ : U → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ z_0 ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅ- ÄÅÌ lim_{z→z0}^{’(z)−’(z0 )}_{z−z0} . üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ’ Œ ÔÏÞËÅ z_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ’^′(z_0).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. åÓÌÉ ’ : U → E | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ∈ E^∗ ÆÕÎËÃÉÑ f ∘ ’ : U → C ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, É (f ∘ ’)^′(z) = f(’^′(z)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ U. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ô.Å. ÉÚ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ f ∘ ’ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ E^∗ ÓÌÅÄÕÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ’), ÎÏ ÏÎÏ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ çÉÌØÂÅÒÔÁ). òÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ R_a(˘) − R_a(¯) = (˘ − ¯)R_a(˘)R_a(¯).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅŒÁ ÎÁ a−˘1 É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ a − ¯1.

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R_a ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ C \œ(a), É R^′_a(z) = R_a(z)^2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ C \ œ(a).

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 1. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÐÕÓÔÏÔÕ ÓÐÅËÔÒÁ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ: ÅÓÌÉ E | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ E; x ≠ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ E^∗, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(x) ≠ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. óÐÅËÔÒ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÐÕÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ; ÐÕÓÔØ œ(a) = ∅. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ A^∗ É ÐÏÌÏÖÉÍ ’_f = f ∘ R_a : C → C . éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 3 É ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’_f | ÜÔÏ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÕŒÉÌÌÑ, ’_f ≡ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ŒÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ ŒÌÅÞÅÔ R_a(˘) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ C . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, R_a(˘) ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

œÏÔ ÏÄÎÏ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (çÅÌØÆÁÎÄ, íÁÚÕÒ). ðÕÓÔØ A | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ (Ô.Å. ÕÎÉ- ÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ). ôÏÇÄÁ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ a ∈ A. ðÏÓËÏÌØËÕ œ(a) ≠ ∅, ÜÌÅÍÅÎÔ a − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ∈ C . îÏ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ; ÚÎÁÞÉÔ, a − ˘1 = 0, Ô.Å. a = ˘1. œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ a ∈ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍ A = C 1, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. œÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ-íÁÚÕÒÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ?