óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 3.

ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.

œÅÒÎÅÍÓÑ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Œ ÞÉÓÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ É ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÐÅËÔÒÁ. œÓÀÄÕ ÎÉÖÅ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ Œ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ fl_p : C [t] → A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_p(t) = a.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ C [t] ŒÍÅÓÔÏ fl_p(f) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÐÉÓÁÔØ f(a).

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). åÓÌÉ œ(a) ≠ ∅, ÔÏ œ(f(a)) = f(œ(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ C [t].

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n ∈ A | ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ a_1 : : : a_n ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; : : : ; a_n ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. 1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ a_1; : : : ; a_n ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍ- ÍÙ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ.

2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim A ¡ ∞ ÌÅÍÍÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ a_1; : : : ; a_n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. óÌÕÞÁÊ deg f = 0 ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÕÓÔØ deg f ¿ 0. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ˘ ∈ C É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f − ˘ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: f(t) − ˘ = c(t − ˘_1) : : : (t − ˘_n), ÇÄÅ c ≠ 0. ïÞÅŒÉÄÎÏ, {˘_1; : : : ; ˘_n} = f^{−1}(˘). ðÏÓËÏÌØËÕ f(a) − ˘1 = c(a − ˘_11) : : : (a − ˘_n1), ÉÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

˘ ∈ œ(f(a)) ⇐⇒ f(a) − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ ∃i : a − ˘_i1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ œ(a) ∩ f^{−1}(˘) ≠ ∅ ⇐⇒ ˘ ∈ f(œ(a));

ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. 1) œ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b, ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÏÒ ËÏÔÏÒÙÈ [a; b] = ab − ba ÒÁŒÅÎ 1.

2) ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L (E), ÇÄÅ E | ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÌÀÂÏÅ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÁ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÅ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅ- ÈÁÎÉËÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÞÁÓÔÉÃÙ q É ÅÅ ÉÍÐÕÌØÓ p ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ [q; p] = iℏ1, ÇÄÅ ℏ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ðÌÁÎËÁ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ É ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ É ÉÍÐÕÌØÓ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÔÏÞÎÏ ÉÚÍÅÒÅÎÙ (ĂÐÒÉÎÃÉÐ ÎÅ- ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉĄ). éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÕÖÄ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÐÒÉÞÅÍ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÙÅ), Á Ó ÎÉÍÉ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ : : :

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÐÅËÔÒÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. 1) ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ œ(a^{−1}) = {˘^{−1} : ˘ ∈ œ(a)}. (éÌÉ, ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏ, œ(a^{−1}) = œ(a)^{−1}.)

2) ðÕÓÔØ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(E) | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ œ(T ) ⊂ T.

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(M) ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ C (t), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ ŒÎÅ M. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ,

R(M) = {f ∈ C (t) : ∃p; q ∈ C [t]; f = p=q; q(z) ≠ 0 ∀z ∈ M}:

ðÕÓÔØ, ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ a ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_r : R(M) → A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_r (t) = a.

åÓÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ Œ ÏÞÅŒÉÄÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ f ∈ R(M) ŒÍÅÓÔÏ fl_r (f) ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ ÐÒÏÓÔÏ f(a).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ œ(a) ⊂ M; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (îÁÂÒÏÓÏË). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ œ(a) ⊂ M. œÏÚØÍÅÍ f ∈ R(M) É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ f = p=q, ÇÄÅ p É q | ÐÏÌÉÎÏÍÙ, É q ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ M. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q(a) ∈ A ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÌÏÖÉÍ fl_r(f) = p(a)q(a)^{−1}. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ fl_r : R(M) → A | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ fl_r ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (i) ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 1). îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ œ(a) ⊂ M ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÏÓÎÏŒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ R(M) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÏ ÞÁÓÔÎÙÈ C [t] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ S = {q ∈ C [t] : q(z) ≠ 0 ∀z ∈ M}. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÌÅÃ ÞÁÓÔÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ fl_p(q) ÏÂÒÁÔÉÍ Œ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q ∈ S.

ëÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ R(M) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓŒÏÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ M. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ f Œ ŒÉÄÅ f = p=q, ÇÄÅ p; q ∈ C [t] É q ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ M, É ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(z) = p(z)=q(z). ðÏÌÕÞÁÅÍ ĂÎÁÓÔÏÑÝÕÀĄ ÆÕÎËÃÉÀ ~f ÎÁ M, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ~f(z) = f(z) ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ M. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f → ~f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ R(M) Œ C^M . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ R(M) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ C^M .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ œ(a) ≠ ∅, É œ(a) ⊂ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ œ(f(a)) = f(œ(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ R(M).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ïÞÅŒÉÄÎÏ, f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ R(M) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(z) ≠ 0 ÎÉÇÄÅ ÎÁ M, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ~f | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ C^M . ðÏÜÔÏÍÕ

œ_{R(M )}(f) = œ_C M ( ~f) = f(M):

á ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ M = œ(a). ó ÕÞÅÔÏÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ(f(a)) = f(œ(a)) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

œ_A(fl_r(f)) = œ_{R(œ(a))}(f):

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_r ĂÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒĄ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ĂÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÐÅËÔÒĄ; ÓÒ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (ii) ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 1). ó ÑŒÌÅÎÉÑÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÙ ŒÓÔÒÅÔÉÍÓÑ ÅÝÅ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ.

óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ.

ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. þÉÓÌÏ r(a) = sup{|˘| : ˘ ∈ œ(a)} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A.

ðÏÓËÏÌØËÕ œ(a) | ÎÅÐÕÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ C , ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ËÏÎÅÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2 (ii)) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r(a) ⩽ ‖a‖.

ðÒÉÍÅÒ 1. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A = ‘^∞(X) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ r(a) = ‖a‖. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ | Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ C(˙) É B_A (X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ r(a) = ‖a‖ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L^∞(X; ¯)? á Œ ÁÌÇÅÂÒÅ C^n[a; b]?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ A = B(C^n ), ÇÄÅ C^n ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(C^n ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r(T ) = ‖T ‖.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ A = B(C^2 ), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ T = (^{0 1}_{0 0} ) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 1). ôÏÇÄÁ œ(T ) = {0}, ÐÏÜÔÏÍÕ É r(T ) = 0; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖T ‖ ≠ 0.

ëÓÔÁÔÉ, ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Ô.Å. a^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n). ôÏÇÄÁ œ(a) = {0}.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 1. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ-ûÔÅÊÎÇÁÕÚÁ:

ðÕÓÔØ E | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, M ⊂ E | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ E^∗ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(M) ⊂ C ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ôÏÇÄÁ É M ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÏ. ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ â-ÅÒÌÉÎÇÁ). ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A. ôÏÇÄÁ r(a) = lim_{n→∞} ‖a^n‖^{1=n} = inf_n ‖a^n‖^{1=n}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ r(a) ⩽ inf_n ‖a^n‖^{1=n} É r(a) ⩾ lim_n‖a^n‖^{1=n}; ÏÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ËÁË ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÔÁË É ÅÇÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ Ó r(a).

åÓÌÉ ˘ ∈ œ(a), ÔÏ ˘^n ∈ œ(a^n) ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ |˘^n| ⩽ ‖a^n‖ É |˘| ⩽ ‖a^n‖^{1=n}. âÅÒÑ inf ÐÏ n ∈ N, Á ÚÁÔÅÍ sup ÐÏ ˘ ∈ œ(a), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ r(a) ⩽ inf_n ‖a^n‖^{1=n}.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÏÚØÍÅÍ ËÒÕÇ D = {˘ ∈ C : |˘| ¡ 1=r(a)} (ÅÓÌÉ r(a) = 0, ÔÏ D = C ), ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ A^∗ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ _f (˘) = f ( (1 − ˘a)^{−1} ) , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ D. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ → (1 − ˘a)^{−1} = −˘^{−1}R_a(˘^{−1}) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ D \ {0} É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 ÐÒÉ ˘ → 0 (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, _f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ D (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ) É ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ: _f (˘) = ∑ n c_n˘^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ D.

åÓÌÉ |˘| ¡ 1=‖a‖, ÔÏ (1 − ˘a)^{−1} = ∑ n(˘a)^n (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 2). ðÏÜÔÏ- ÍÕ _f (˘) = ∑ n f(a^n)˘^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ˘. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ ÒÑÄÁ ôÜÊÌÏÒÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ c_n = f(a^n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ˘ ∈ D, ˘ ≠ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑ n f(a^n)˘^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f(a^n)˘^n} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. îÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ A^∗, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ-ûÔÅÊÎÇÁÕÚÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {˘^na^n} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ A, Ô.Å. ‖˘^na^n‖ ⩽ C ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C ¿ 0 É ŒÓÅÈ n. ïÔÓÀÄÁ ‖a^n‖^{1=n} ⩽ C^{1=n}=|˘|, É, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ŒÅÒÈÎÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ lim_n‖a^n‖^{1=n} ⩽ 1=|˘|. œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ˘ ∈ D \ {0}, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_n‖a^n‖^{1=n} ⩽ r(a), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

éÔÁË, ÏÂÁ ÎÕÖÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÙ, É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. (óÒ. ÕÐÒ. 8). œ(a) = 0 ⇐⇒ lim_n ‖a^n‖^{1=n} = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. œ ËÁËÉÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ?

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, B ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄ- ÁÌÇÅÂÒÁ, 1_A ∈ B. ôÏÇÄÁ r_B (b) = r_A(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÕÓÉÌÉŒÁÅÔ ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ C ÓÉÍŒÏÌÏÍ @M ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ @œ_B(b) ⊂ @œ_A(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ œ(a) É ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ œ_f (a).

ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, œ_f (a) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ œ(a) ĂÚÁËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÄÙÒĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2 ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ œ_{f;B}(b) = œ_{f;A}(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ŒÏ ÞÔÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÒÉ A = A (K) É B = P(K) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ K = T É ÆÕÎËÃÉÉ a(z) = z).

óÐÅËÔÒÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: ÐÒÉÍÅÒÙ É ÞÁÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ.

ïÔ ÏÂÝÉÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ B(E), ÇÄÅ E | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÐÅËÔÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 3 (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). ðÕÓÔØ E | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ‘^p (ÇÄÅ 1 ⩽ p ⩽ ∞), ÌÉÂÏ c_0 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ c_0 | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ sup-ÎÏÒÍÏÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ E | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x = (x_n), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ. ëÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ˘ ∈ ‘^∞ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ ∈ B(E), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ M_˘(x) = (˘_nx_n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x = (x_n) ∈ E.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : ‘^∞ → B(E); ˘ → M_˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‖M_˘‖ = ‖˘‖_∞ = sup_n |˘_n|.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ĂÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒĄ: œ_{B(E)}(’(˘)) = œ_‘∞ (˘). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, œ(M_˘) = {˘_n}_{n∈N}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Im ’ | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ B(E), Ô.Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ˘ ∈ ‘^∞ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_˘ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_n ∈ E ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁ n-ÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÎÕÌÅÍ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ M_˘e_n = ˘_ne_n. åÓÌÉ ˘ ∈ ‘^∞ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ, Ô.Å. 0 ∈ {˘_n}_{n∈N}, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ:

1) ˘_n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M_˘e_n = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ M_˘ ÎÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

2) ˘_n ≠ 0 ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {˘_{nk} } ⊂ {˘_n}, ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ M_˘(e_{nk} ) = ˘_{nk} e_{nk} → 0 ÐÒÉ k → ∞. îÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÂÕÄÕÞÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ M_˘ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ.

ðÒÉÍÅÒ 4 (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ). ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, É ÐÕÓÔØ E = L^p(X; ¯) (ÇÄÅ 1 ⩽ p ⩽ ∞). ëÁÖÄÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÚÁÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_f ∈ B(E), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (M_f g)(x) = f(x)g(x).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : L^∞(X; ¯) → B(E); f → M_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‖M_f ‖ = ‖f‖ = ess sup |f|.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ĂÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÐÅËÔÒĄ: œ_{B(E)}(’(f)) = œ_L∞_{(X;¯)}(f). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, œ(M_f ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3. îÁ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÈÏÒÏÛÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÏ ËÁËÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T − ˘1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ.

œÏÏÂÝÅ, ÐÕÓÔØ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ E. ðÏÞÅÍÕ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ? œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ Ker S ≠ 0 (Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÉÍ ŒÓÅ É ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÏÂÒÁÔÉÍ). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ker S = 0, ÎÏ Im S ≠ E (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ!) åÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ÐÏÄÓÌÕÞÁÑ: ÌÉÂÏ Im S ÐÌÏÔÅÎ Œ E, ÌÉÂÏ ÎÅÔ. œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ S = T − ˘1 ÜÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ôÏÞÅÞÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(E) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

œ_p(T ) = {˘ ∈ C : Ker(T − ˘1) ≠ 0}:

îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

œ_c(T ) = {˘ ∈ C \ œ_p(T ) : Im(T − ˘1) = E; Im(T − ˘1) ≠ E}:

îÁËÏÎÅÃ, ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

œ_r(T ) = {˘ ∈ C \ œ_p(T ) : Im(T − ˘1) ≠ E}:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, œ(T ) = œ_p(T )⊔œ_c(T )⊔œ_r(T ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ œ_p(T ) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ T . åÓÌÉ E ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ œ(T ) = œ_p(T ), Á œ_c(T ) É œ_r(T ) ÐÕÓÔÙ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ E = ‘^p (ÇÄÅ 1 ⩽ p ¡ ∞) ÉÌÉ E = c_0, É ÐÕÓÔØ M_˘ ∈ B(E) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˘ ∈ ‘^∞ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3). ôÏÇÄÁ œ_p(M_˘) = {˘_n}, œ_c(M_˘) = {˘_n} \ {˘_n} É œ_r(M_˘) = ∅.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ M_˘e_n = ˘_ne_n, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ {˘_n} ⊂ œ_p(M_˘). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ¯ ∈ C É ¯ ≠ ˘_n ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ n, ÔÏ M_˘ − ¯1 = M_{˘−¯1} | ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˘−¯1 = (˘_n −¯) ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Ker(M_˘ − ¯1) = 0, É ¯ =∈ œ_p(T ). îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ ¯ ∈ œ(M_˘) = {˘_n}, ÎÏ ¯ ≠ ˘_n ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ n. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ e_n = (˘_n − ¯)^{−1}(M_˘ − ¯1)e_n ÌÅÖÉÔ Œ Im(M_˘ − ¯1) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. îÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ e_n-ÙÈ ÐÌÏÔÎÁ Œ E; ÚÎÁÞÉÔ, É Im(M_˘ − ¯1) ÐÌÏÔÅÎ Œ E, Ô.Å. ¯ ∈ œ_c(M_˘).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. îÁÊÄÉÔÅ œ_p(M_˘), œ_c(M_˘) É œ_r(M_˘) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ E = ‘^∞.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. ðÕÓÔØ E = L^p(X; ¯) (ÇÄÅ 1 ⩽ p ¡ ∞), É ÐÕÓÔØ M_f ∈ B(E) | ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : X → C (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 4). ôÏÇÄÁ œ_p(M_f ) = {˘ ∈ C : ¯(f^{−1}(˘)) ¿ 0}, œ_c(M_f ) = œ(M_f ) \ œ_p(M_f ), É œ_r(M_f ) = ∅.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. œÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀĄ M_t, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ L^2[0; 1] ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (M_tg)(x) = xg(x). õ ÎÅÇÏ œ(M_t) = œ_c(M_t) = [0; 1], Á ÔÏÞÅÞÎÙÊ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÐÕÓÔÙ.

ëÓÔÁÔÉ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. 1) åÓÌÉ f | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

2) ðÕÓÔØ f ∈ L^∞(X; ¯); ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ?

3) ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ∈ L^∞(X; ¯) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18. îÁÊÄÉÔÅ œ_p(M_f ), œ_c(M_f ) É œ_r(M_f ) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ E = L^∞(X; ¯).