óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 8.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ: ÐÒÉÍÅÒÙ.

œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ Ó ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔĄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÕÎÉÔÁÌØÎÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˙(A) | ÅÅ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒ ÓÐÅËÔÒ, É ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ `_A : A → C(˙(A)) | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ. ñÄÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎ- ÄÁ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ Rad A, Ô.Å. ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ëÓÔÁÔÉ, ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ Rad A ≠ {0} | ŒÏÚØÍÉÔÅ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, A = C [x]=(x^2), É ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÅÅ ÓÐÅËÔÒ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C(X) ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ X ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÅÅ ÓÐÅËÔÒ: ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó X. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi_X : X → ˙(C(X)), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÅ x ∈ X ĂŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒĄ ffi_{X;x} : f → f(x), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÁÌÇÅÂÒÙ C(X). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÐÒÉ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ X É ˙(C(X)) ÏÎÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. þÔÏÂÙ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ X É Y | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ’ : X → Y | ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’^• : C(Y ) → C(X); ’^•(f) = f ∘ ’ (f ∈ C(Y )):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ’^• | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÏÒÍÙ 1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’^• ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ’.

œÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. 1) åÓÌÉ ’ : X → Y É : Y → Z | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ (’)^• = ’^•^•.

2) (1_X )^• = 1_{C(X)}.

3) åÓÌÉ ’ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ’^• | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÁÌÇÅÂÒÙ C(X):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A = C(X) | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ `_A : A → C(˙(A)) | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, É ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ffi^•_X .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

A^{�A}−→ C(˙(A))^{ffi•X}−→ C(X) (1)

| ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A = C(X) Œ ÓÅÂÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

[ffi^•_X `_A(f)](x) = `_A(f)(ffi_{X;x}) = ffi_{X;x}(f) = f(x)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C(X); x ∈ X. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ffi^•_X `_A = 1_A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ffi_X | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ), ÐÏÜÔÏÍÕ ffi^•_X | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ `_A | ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, É `_A = (ffi^•_X )^{−1}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÜÔÏ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ A = C(X), ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ, ÞÅÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ffi^•_X `_A | ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ A Œ C(X). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ffi_X | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ X ÎÁ ˙(A) (Á Œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÔÁË), ÔÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ `_A ÁÌÇÅÂÒÙ A | ÜÔÏ ÓÁÍÁ A.

éÔÁË, Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ C(X) ŒÓÅ ÑÓÎÏ. þÔÏÂÙ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÐÅËÔÒ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎ- ÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÁ ÓÐÅËÔÒÁ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÐÅËÔÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ (ËÁË ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ) ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ A (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁ- ÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; a; a^2; : : : }). ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ^a : ˙(A) → C ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó œ(a), É ^a ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˙(A) ÎÁ œ(a).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ïÐÉÛÉÔÅ ÓÐÅËÔÒ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÁÌÇÅÂÒ C^n[a; b] É A (D ).

éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2). îÏ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ĂÐÏÄ- ÐÒÁŒÉÔØĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, ^K | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ K É ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÐÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ P(K) (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 2) ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ^K.

õËÁÚÁÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 5.

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÒÁÓÛÉ- ÒÉÔØ. á ÉÎÏÇÄÁ ÅÅ ÂÙŒÁÅÔ ÎÕÖÎÏ ĂÓËÌÅÉÔØĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ 2ß-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ sup-ÎÏÒÍÏÊ. ïÐÉÛÉÔÅ ˙(A).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. îÁ ÌÅËÃÉÉ 2 ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÓÐÅËÔÒ ÆÕÎËÃÉÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ĂÐÏÄÐÒÁŒÌÅÎÎÏÊĄ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ: ÅÓÌÉ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÆÕÎËÃÉÉ a ∈ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ^a ÎÁ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÏÍ ÓÐÅËÔÒÅ ˙(A) (ÓÍ. ÔÅÏ- ÒÅÍÕ 2, Ð.4 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. óÐÅËÔÒÙ ÁÌÇÅÂÒ ŒÉÄÁ L^∞(X; ¯) | ÜÔÏ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅÞÔÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÏÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ‘^∞ (ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÓÔÏÕÎ- ÞÅÈÏŒÓËÏÊ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÅÊ fiN ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ | ÅÇÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, U ⊂ C | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ œ(a) É f ∈ O(U) | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ^f(a) = f ∘ ^a.

ëÁÔÅÇÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ.

õ ÐÏÎÑÔÉÊ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒÁ ÓÐÅËÔÒÁ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊ- ÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÏÎÉ ÎÏÓÑÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (ÐÒÉÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÖÉÔÅÊÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÏ É Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ). äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈĄ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉÈ ÑŒÌÅÎÉÑÈ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÙÊ ÑÚÙË | ÑÚÙË ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. òÅËÌÁÍÁ. ðÏÎÑÔÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÏÓÑÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÂÝÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÒÁÚÒÑÄÕ ÐÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÓÅÒÉÉ ĂüÔÏ ÄÏÌÖÅÎ ÚÎÁÔØ ËÁÖÄÙÊĄ (ÍÁÔÅÍÁÔÉË). ïÎÉ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ËÁË ÅÄÉÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, Á ÎÅ ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁÕË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C , ÅÓÌÉ:

1) úÁÄÁÎ ËÌÁÓÓ Ob C (ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ C );

2) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y ∈ Ob C ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ h_C (X; Y ) (ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÚ X Œ Y ). œÍÅÓÔÏ ’ ∈ h_C (X; Y ) ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ ’ : X → Y ÉÌÉ X^’−→ Y ;

3) äÌÑ ËÁÖÄÙÈ X; Y; Z ∈ Ob C ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

h_C (Y; Z) × h_C (X; Y ) → h_C (X; Z):

ïÂÒÁÚ ÐÁÒÙ (; ’) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∘ ’ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÅÊ É ’.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÚÁËÏÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÂÌÁÄÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ:

(i) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ X^’−→ Y , Y−→ Z É Z^Ø−→ W ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (Ø ∘ ) ∘ ’ = Ø ∘ ( ∘ ’);

(ii) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ 1_X (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ’ : X → Y É : Y → X ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ’ ∘ 1_X = ’ É 1_X ∘ = .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÏÒÆÉÚÍ : Y → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ’ : X → Y (É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’^{−1}), ÅÓÌÉ ∘ ’ = 1_X É ’ ∘ = 1_Y . íÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÎÙÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ B, ÅÓÌÉ Ob A ⊂ Ob B, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X; Y ∈ Ob A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ h_A (X; Y ) ⊂ h_B (X; Y ), É ÚÁËÏÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (Á ÔÁËÖÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ) Œ A | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Œ B. åÓÌÉ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, h_A (X; Y ) = h_B (X; Y ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X; Y ∈ Ob A , ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Set. åÅ ÏÂSSÅËÔÙ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ | ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ | ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Set | ÜÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

íÎÏÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ĂÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÒÕÔÓÑ ÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÀÔ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ G r: ÏÂSSÅËÔÙ | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÑÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ: ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏ- ÌÅÃ, ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÁÌÇÅÂÒ ìÉ : : : (ÓÐÉÓÏË ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÓÁÍÉ).

œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ | ÓŒÏÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ:

ðÒÉÍÅÒ 3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ T op: ÏÂSSÅËÔÙ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ŒÁÖÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÅÅ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Comp, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÁË Œ T op, ÔÁË É Œ Comp | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ïÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ban, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ (=ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÅ) ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Ban | ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ, Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ (ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÁÎÁÈÁ, ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ).

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÒÑÄÕ Ó Ban, ÕÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÅ (ÎÅÐÏÌÎÕÀ) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ban_1, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ Ban, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÖÁÔÉÑ, Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÎÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Ban_1 | ÜÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Ô.Å. ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÎÏÒÍÕ.

ðÒÉÍÅÒ 6. âÁÎÁÈÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÀ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ÞÅÒÅÚ BA . åÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ CBA .

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ĂÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ. ðÕÓÔØ C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ Ob(C ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → X. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ End(C ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÅ ÏÂSSÅËÔÙ | ÜÔÏ ÐÁÒÙ (X; ’), ÇÄÅ X ∈ Ob(C ) É ’ ∈ h_C (X; X), Á ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ (X; ’) Œ (Y; ) | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y Œ C , ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X^’ � u � X u � Y � Y

(2)

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (2) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ End(C ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ u | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ ’ É ÐÏÄÏÂÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ C = Ban ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Á ÄÌÑ C = Ban_1 | ÉÈ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 4).

ðÒÉÍÅÒ 8. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÅÅ ÄÕÁÌØÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C^∘ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: Ob C^∘ = Ob C É h_C ∘ (X; Y ) = h_C (Y; X). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ C^∘ | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ C , ŒÚÑÔÙÈ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

œ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑĄ. üÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÅÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ, ÎÏ É ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ C É D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ F : C → D, ÅÓÌÉ:

1) ëÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ X ∈ Ob(C ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ÏÂSSÅËÔ F (X) ∈ Ob(D);

2) äÌÑ ËÁÖÄÙÈ X; Y ∈ Ob(C ) ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : h_C (X; Y ) → h_D (F (X); F (Y )), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

(i) F (’ ∘ ) = F (’) ∘ F () ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ : X → Y É ’ : Y → Z; (ii) F (1_X ) = 1_{F (X)} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X.

éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ĂÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ F (’) ÓÍÏÔÒÉÔ Œ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ D | ÜÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ ÉÚ ÄÕÁÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C^∘ Œ D.

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ Œ Ð. 2) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ- ÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ ÔÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_C (X; Y ) → h_D (F (Y ); F (X)), Á ÕÓÌÏŒÉÅ (i) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ F (’ ∘ ) = F () ∘ F (’).

œÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ F : C → D | ÆÕÎËÔÏÒ (ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÉÌÉ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÊ), Á ’ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C , ÔÏ F (’) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ D.

æÕÎËÔÏÒÙ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ. äÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ) ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓŒÏÄÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. üÔÏ ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÕÞÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Œ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ Ë ËÎÉÇÅ ðÏÓÔÎÉËÏŒÁ ĂïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊĄ.

éÚ-ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ŒÒÅÍÅÎÉ É ÍÅÓÔÁ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ; ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÎÉÇÕ çÅÌØÆÁÎÄÁ É íÁÎÉÎÁ ĂíÅÔÏÄÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙĄ, íÁÎÉÎÁ ĂìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉĄ (ÞÁÓÔØ I, ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ) ÉÌÉ âÕËÕÒÁ É äÅÌÑÎÕ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÆÕÎËÔÏÒÏŒĄ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÌÉÛØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÎÁÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

ðÒÉÍÅÒ 9. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ∗ : Ban → Ban ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ E ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ E^∗, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T : E → F | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^∗ : F^∗ → E^∗. üÔÏÔ ÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ Ban_1 Œ Ban_1.

á ÔÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ ÄŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ. ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÓÑ ÎÁÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 10. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ C : Comp → CBA ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ X ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ C(X), Á ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’ : X → Y | ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’^• : C(Y ) → C(X); f → f ∘ ’ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1).

ðÒÉÍÅÒ 11. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÐÅËÔÒÁ ˙ : CBA → Comp ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÅÅ ÇÅÌØÆÁÎÄÏŒ ÓÐÅËÔÒ ˙(A), Á ËÁÖÄÏÍÕ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ : A → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ˙() : ˙(B) → ˙(A), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø ∈ ˙(B) Œ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø∘ ∈ ˙(A). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ˙() | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ^∗ : B^∗ → A^∗ ÎÁ ˙(B).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ëÁË ˙() ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ?

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ C É ˙, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÏ ŒÓÔÒÅÞÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5 Ó ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁ ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ËÏÍÐÁËÔ X ÆÕÎËÔÏÒÏÍ C, Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ˙, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÉÓÈÏÄÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔ X. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÂÏÌØÛÅ: ÇÏ- ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ X ∼= ˙(C(X)), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ X, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ŒŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ðÕÓÔØ C , D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É F; G : C → D | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ) ff : F → G | ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ff_X : F (X) → G(X) Œ D, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob(C ), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : X → Y Œ C ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X)^{F (’)} �

ff_X � F (Y )

ff_Y � G(X)^{G(’)} � G(Y )

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

åÓÌÉ ff_X | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ∈ Ob(C ), ÔÏ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).

ðÒÉÍÅÒ 12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ban ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ 1_{Ban} É ÆÕÎËÔÏÒ ĂÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅ- ÎÉÑĄ ∗∗: Ban → Ban, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ (ÓÍ. ÐÒÉ- ÍÅÒ 9) Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i_E : E → E^{∗∗}. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ

{i_E : E → E^{∗∗} : E ∈ Ob(Ban)}

| ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ 1_{Ban} → ∗∗. åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁ- ÔÅÇÏÒÉÀ RBan, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ĂÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÉÑĄ. (üÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÅÇÏ ŒÔÏÒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÀÔ Œ ËÕÒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍĄ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÑÚÙË ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÂÙÌ ÐÒÉÄÕÍÁÎ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ĂÞÔÏ-ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÞÅÍÕ-ÔÏĄ. œÓÅ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ (ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÆÕÎËÔÏÒ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ : : : ) ŒŒÅÌÉ üÊÌÅÎÂÅÒÇ É íÁËÌÅÊÎ Œ 1945 Ç.

á ÔÅÐÅÒØ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÆÕÎËÔÏÒÁÍ C É ˙.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

{ffi_X : X → ˙(C(X)) : X ∈ Ob(Comp)}

(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÍ. Œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÅËÃÉÉ) | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ 1_{Comp} É ÆÕÎËÔÏÒÁ ˙ ∘ C : Comp → Comp.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

{`_A : A → C(˙(A)) : A ∈ Ob(CBA )}

| ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÁ 1_{CBA} Œ ÆÕÎËÔÏÒ C ∘ ˙ : CBA → CBA .

íÏÖÎÏ ÐÏÊÔÉ ÅÝÅ ÄÁÌØÛÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9^∗. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ A ∈ Ob(CBA ) É ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob(Comp) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ h_{Comp}(X; ˙(A)) ∼= h_{CBA} (A; C(X)). üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁ ÐÏ A É X (ÐÒÉÄÁÊ- ÔÅ ÓÔÒÏÇÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÒÁÚÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. óŒÏÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ˙ É C, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÅÍ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, É ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÉÔØ ÎÁÛ ÒÁÚÇÏŒÏÒ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, Ô.Å. ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÅ. îÁ ÐÒÉÍÅ- ÒÁÈ ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ: ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÄÁÖÅ ÇÌÁÄËÉÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ (Á ÕÖ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ | É ÐÏÄÁŒÎÏ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÅ (É ÄÁÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÙŒÎÙÅ) ÆÕÎËÃÉÉ. üÔÏ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

J_H : H → H^∗; J_H (y) = f_y; ÇÄÅ f_y(x) = ⟨x; y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H;

ËÏÔÏÒÏÅ, ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÓÓÁ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ H_1 É H_2 | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, T ∈ B(H_1; H_2) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, T^∗ ∈ B(H^∗_2 ; H^∗_1 ) | ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ. üÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^+ : H_2 → H_1, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

H^∗_1 H^∗_2

T^∗�

H_1

J_{H1} � H_2

J_{H2} � T^+ � éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, T^+ = J^{−1}_{H1} T^∗J_{H2} . ïÐÅÒÁÔÏÒ T^+ ÌÉÎÅÅÎ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ‖T^+‖ = ‖T ‖. üËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ T^+ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ H_2 Œ H_1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ⟨T x; y⟩ = ⟨x; T^+y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H_1; y ∈ H_2.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏŒÏÒÑ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÍÅÖÄÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ŒÍÅ- ÓÔÏ T^+ ÍÙ ÂÕÄÅÍ (ËÁË ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ) ÐÉÓÁÔØ T^∗ É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë T (ÏÐÕÓËÁÑ ÓÌÏŒÏ ĂÚÒÍÉÔÏŒÏĄ), Ô.Ë. ĂÏÂÙÞÎÙÅĄ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÍ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÄÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ H, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ∗ : B(H) → B(H); T → T^∗ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ B(H). ðÏÓÍÏ- ÔÒÉÍ, ËÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ S; T ∈ B(H) É ˘; ¯ ∈ C . ôÏÇÄÁ

1) (˘S + ¯T )^∗ = —˘S^∗ + —¯T^∗; 2) (ST )^∗ = T^∗S^∗; 3) T^{∗∗} = T ; 4) ‖T^∗‖ = ‖T ‖; 5) ‖T^∗T ‖ = ‖T ‖^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÏ 4) ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ, Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ 1){3) | ÐÒÏ- ÓÔÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ 5). ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖T^∗T ‖ ⩽ ‖T^∗‖‖T ‖ = ‖T ‖^2 ŒŒÉÄÕ 4). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

‖T x‖^2 = ⟨T x; T x⟩ = ⟨T^∗T x; x⟩ ⩽ ‖T^∗T x‖‖x‖ ⩽ ‖T^∗T ‖‖x‖^2

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ĂÚŒÅÚÄÏÞËÁĄ ÓÌÕÖÁÔ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÏÊ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∗ : A → A; a → a^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎ- ŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1){3) ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4. áÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. éÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ‖a^∗‖ = ‖a‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A. C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ‖a^∗a‖ = ‖a‖^2 (a ∈ A). óÁÍÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ C^∗-ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ.

óÒÁÚÕ ÖÅ ŒŒÅÄÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÕŒÁÖÁÀÝÉÅ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : A → B ÍÅÖÄÕ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ (ÉÌÉ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ ’(a^∗) = ’(a)^∗ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ (ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ, C^∗-) ÁÌÇÅÂÒ É ÉÎŒÏ- ÌÀÔÉŒÎÙÈ (ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.

œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 13. ðÏÌÅ C ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ŒÚÑÔØ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 14. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4, B(H) | C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 15. ðÕÓÔØ X | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒ ËÏÍÐÁËÔ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ ÎÁ C(X) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f^∗(x) = f(x) (x ∈ X). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C(X) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 16. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ (X; A ; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, ÔÏ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ B_A (X) A -ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÁÌÇÅÂÒÁ L^∞(X; ¯) ÑŒÌÑÀÔÓÑ C^∗- ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ f^∗(x) = f(x) (x ∈ X).

ðÒÉÍÅÒ 17. áÌÇÅÂÒÁ C^n[a; b] | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏ- ÌÀÃÉÉ f^∗(x) = f(x) (x ∈ [a; b]).

ðÒÉÍÅÒ 18. áÌÇÅÂÒÁ A (D ) | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏÌÀ- ÃÉÉ f^∗(z) = f(—z) (z ∈ D ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. åÓÌÉ n ⩾ 1, ÔÏ

1) C^n[a; b] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ;

2) C^n[a; b] ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÉËÁËÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ ËÁË ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (Ô.Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÇÏ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C^n[a; b] ÎÉ ÎÁ ËÁËÕÀ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÕ A);

3) C^n[a; b] ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÉËÁËÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ ËÁË ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ; 4) C^n[a; b] ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÉËÁËÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÅ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ; 5) ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ A (D ).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 19. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, É ÐÕÓÔØ H = L^2(X; ¯). ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ’ : L^∞(X; ¯) → B(H), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ f ∈ L^∞(X; ¯) Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_f ∈ B(H), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ M^∗_f = M¯_f ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 13 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 3.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ L^∞(X; ¯) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ (Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÉÎ- ŒÏÌÀÃÉÉ) Œ ÁÌÇÅÂÒÕ B(H). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (2-Ñ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → B(H).

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÕŒÅÌÏ ÂÙ ÎÁÓ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÁÛÅÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÍÙ É ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÏ ÂÙ ÍÎÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÚÎÁÔØ Ï ÎÅÊ ÓÔÏÉÔ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ a^∗ = a. íÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A_{sa}.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ĂÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌĄ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b; c ∈ A_{sa}, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a = b + ic. ðÒÉ ÜÔÏÍ a =^1_2 (a + a^∗); b =^1_{2i} (a − a^∗).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. üÌÅÍÅÎÔ u ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ uu^∗ = u^∗u = 1 (Ô.Å. ÅÓÌÉ u ÏÂÒÁÔÉÍ, É u^∗ = u^{−1}).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ aa^∗ = a^∗a.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÏÒ- ÍÁÌÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. üÌÅÍÅÎÔ p ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ p^∗ = p^2 = p.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ U ∈ B(H) ÕÎÉÔÁÒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, É ⟨Ux; Uy⟩ = ⟨x; y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H.

2) ïÐÅÒÁÔÏÒ P ∈ B(H) | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_0 ⊂ H, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P x = x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H_0 É P x = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H^⊥_0 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÇÒÕÐÐÁÈ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 4) Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ L^2-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 20. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, f ∈ L^∞(X; ¯), M_f ∈ B(L^2(X; ¯)) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ f. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ M^∗_f = M¯_f (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 19) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1) M_f ÎÏÒÍÁÌÅÎ;

2) M_f ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ ⇐⇒ f(x) ∈ R ÄÌÑ Ð.Œ. x ∈ X; 3) M_f ÕÎÉÔÁÒÅÎ ⇐⇒ f(x) ∈ T ÄÌÑ Ð.Œ. x ∈ X; 4) M_f | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ⇐⇒ f(x) ∈ {0; 1} ÄÌÑ Ð.Œ. x ∈ X.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. œÓËÏÒÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ M_f | ÜÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ; ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ M_f (ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ (X; ¯) É f).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÉÈÓÑ ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ 3 É 4, ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, Á ËÁËÉÅ | ÎÅÔ.