óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ìÅËÃÉÑ 9.

óÐÅËÔÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ. 1-Ñ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ.

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ 1-ÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÇÏ- ŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ \ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ". ðÏÐÕÔÎÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ- ŒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÇÏ- ÄÑÔÓÑ ÎÁÍ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ

1) a ÏÂÒÁÔÉÍ ⇐⇒ a^∗ ÏÂÒÁÔÉÍ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ (a^∗)^{−1} = (a^{−1})^∗. 2) œ(a) = {—˘ : ˘ ∈ œ(a)}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, u ∈ A | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ ‖u‖ = 1, É œ(u) ⊂ T.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ‖u‖^2 = ‖u^∗u‖ = ‖1‖ = 1, ÔÏ É ‖u‖ = 1. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ˘ ∈ œ(u), ÔÏ |˘| ⩽ 1 (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 2). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ˘^{−1} ∈ œ(u^{−1}) (ÓÍ. ÕÐÒ. 4 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 3). îÏ u^{−1} ÔÏÖÅ ÕÎÉÔÁÒÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ É |˘^{−1}| ⩽ 1. úÎÁÞÉÔ, |˘| = 1, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, p ∈ A | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ. îÁÊÄÉÔÅ ‖p‖ É œ(p).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ e^{ia} ÕÎÉÔÁÒÅÎ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÅÓÌÏÖÎÙÊ ÆÁËÔ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A { ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.

1) åÓÌÉ a; b ∈ A ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ e^{a+b} = e^ae^b. 2) (e^a)^{−1} = e^{−a} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ,

(e^{ia})^∗ = ∑ n ( (ia)^∗

)_n n! = ∑ n (−ia)^n n! = e^{−ia} = (e^{ia})^{−1}:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ œ(a) ⊂ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ˘ ∈ œ(a), ÔÏ e^{i˘} ∈ œ(e^{ia}) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |e^{i˘}| = 1, Á ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ˘ ∈ R. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø : A → C | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ a ∈ A_{sa}. ôÏÇÄÁ œ(a) ⊂ R, ÐÏÜÔÏÍÕ É œ(Ø(a)) ⊂ R, Ô.Å. Ø(a) ∈ R. åÓÌÉ a ∈ A ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ÔÏ a = b + ic, ÇÄÅ b; c ∈ A_{sa} (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). ðÏÜÔÏÍÕ Ø(b); Ø(c) ∈ R, É Ø(a^∗) = Ø(b − ic) = Ø(b) − iØ(c) = (Ø(b) + iØ(c)) = Ø(a), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ ‖a‖ = r(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A_{sa} ÉÍÅÅÍ ‖b‖^2 = ‖b^2‖. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ b = a^∗a É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØÀ a, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖a‖^4 = ‖a^∗a‖^2 = ‖(a^∗a)^2‖ = ‖(a^2)^∗a^2‖ = ‖a^2‖^2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖a‖^2 = ‖a^2‖. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ‖a‖^{2n} = ‖a^{2n} ‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. ðÏÜÔÏÍÕ r(a) = lim_n ‖a^{2n} ‖^12^n = ‖a‖.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ?

ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ. åÝÅ ÏÄÉÎ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ | ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏÕÎÁœÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (óÔÏÕÎ-œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ). ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, B ⊂ C(X) | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) 1 ∈ B;

2) ÅÓÌÉ f ∈ B, ÔÏ É —f ∈ B;

3) B ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ X (Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ X; x ≠ y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) ≠ f(y)).

ôÏÇÄÁ B ÐÌÏÔÎÁ Œ C(X).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (1-ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ). ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ `_A : A → C(˙(A)) | ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A É ÌÀÂÏÇÏ x ∈ ˙(A) = X (A), Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 5, ÉÍÅÅÍ `_A(a^∗)(x) = x(a^∗) = x(a) = `_A(a)(x) = `_A(a)^∗(x):

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ `_A | ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÓÌÉ a ∈ A_{sa}, ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6 É ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖`_A(a)‖ = r(a) = ‖a‖. åÓÌÉ ÖÅ a ∈ A ÐÒÏÉÚŒÏ- ÌÅÎ, ÔÏ ‖`_A(a)‖^2 = ‖`_A(a)^∗`_A(a)‖ = ‖`_A(a^∗a)‖ = ‖a^∗a‖ = ‖a‖^2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, `_A ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÂÒÁÚ. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÇ- ËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ B = Im `_A ⊂ C(˙(A)) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏÕÎÁ-œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!) É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÔÎÁ Œ C(˙(A)). äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. éÔÁË, ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, ËÒÏÍÅ ÁÌÇÅÂÒ ŒÉÄÁ C(X), ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ. á ËÁË ÖÅ ‘^∞? îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ: ‘^∞ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ C(X), ÇÄÅ X = ˙(‘^∞) = fiN | ÓÔÏÕÎ-ÞÅÈÏŒÓËÁÑ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÑ N (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4 Ó ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÍÐÁËÔÙ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ. ÔÏ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÓÔÒÏÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ X ↔ C(X) | ÜÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ É ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÍÉ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. îÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÂÏÌØÛÅ: ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÂSSÅËÔÙ, ÎÏ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ôÁËÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ, É ÄÌÑ ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ C É D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, F : C → D | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ F ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (ÉÌÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ) ÍÅÖÄÕ C É D, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ G : D → C ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ∘G ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ 1_D , Á G ∘ F ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ 1_C . ðÒÉ ÜÔÏÍ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë F .

åÓÌÉ F : C → D | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÁÎÔÉÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ C É D, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : C^∘ → D | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒŒÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ Œ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÎÏÊ É ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C^∗A lg ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ É ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, Á ÞÅÒÅÚ CC^∗A lg | ÅÅ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (1-ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ). æÕÎËÔÏÒ C : Comp → CC^∗A lg ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ëŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎË- ÔÏÒ ˙ : CC^∗A lg → Comp. ðÒÉ ÜÔÏÍ ffi : 1_{Comp} → ˙ ∘ C É ` : 1_{CC}∗_{A lg} → C ∘ ˙ | ÆÕÎË- ÔÏÒÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 7 É 8 Ó ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ.

îÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÍÙ ÐÏÔÅÒÑÌÉ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ: ŒÅÄØ `_A : A → C(˙(A)) | ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÊ ∗- ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÅÝÅ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕŒÉÄÉÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ C^∗A lg (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É Œ CC^∗A lg) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ A | ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, B | ÕÎÉ- ÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, ’ : A → B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ’ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, É ‖’‖ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ a ∈ A_{sa}; ÔÏÇÄÁ ’(a) ∈ B_{sa}, ÐÏÜÔÏÍÕ ‖’(a)‖ = r(’(a)) ⩽ r(a) ⩽ ‖a‖ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6). åÓÌÉ ÖÅ a ∈ A ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ÔÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ a^∗a, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖’(a)‖^2 = ‖’(a)^∗’(a)‖ = ‖’(a^∗a)‖ ⩽ ‖a^∗a‖ ⩽ ‖a^∗‖‖a‖ = ‖a‖^2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖’(a)‖ ⩽ ‖a‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a, Ô.Å. ‖’‖ ⩽ 1. ðÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ’(1) = 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ìÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÅÒŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÁÔØ ËÏÍÐÁËÔÙ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ C^∗- ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ (Ô.Å. ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ) ÕÎÉÔÁÌØÎÕÀ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÎÁ ĂÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅĄ (ÉÌÉ, ŒÙÒÁÖÁÑÓØ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ŒÏÌØÎÏ, ËÁË ÎÁ ĂÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ). éÄÅÀ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ ËÁË ĂÎÅËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀĄ ÐÅÒŒÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÞÁÌ ÒÁÚŒÉŒÁÔØ á. ëÏÎÎ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÉÎÅÓÌÁ (É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÐÒÉÎÏÓÉÔØ) ÂÏÌØÛÕÀ ÐÏÌØÚÕ ÏÂÅÉÍ ÎÁ- ÕËÁÍ | ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÔÁË É ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ðÏÞÉÔÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖ- ÎÏ Œ ËÎÉÇÅ ëÏÎÎÁ \Noncommutative Geometry"; ÂÏÌÅÅ ÄÏÓÔÕÐÎÙÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ | ËÎÉÇÁ äÖ. ìÁÎÄÉ \An introdunction to noncommutative spaces and their geometry" (ÏÎÁ ÅÓÔØ ÎÁ http://arxiv.org) ÉÌÉ ÌÅËÃÉÉ î. èÉÇÓÏÎÁ É äÖ. òÏÕ (http://www.math.psu.edu/gfa/ ClaySymposium/Overview.html).

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÓËÏÒÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁ- ÄÏÂÉÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, B ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ∗-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÕ A. ôÏÇÄÁ œ_B(b) = œ_A(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ B | ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ, Ô.Å. ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ b ∈ B, ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ Œ A, ÏÂÒÁÔÉÍ É Œ B. éÔÁË, ÐÕÓÔØ b ∈ B ∩ Inv(A); ÔÏÇÄÁ b^∗b ∈ B_{sa} ∩ Inv(A), ÐÏÜÔÏÍÕ œ_B(b^∗b) ⊂ R (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4). úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ R ÜÌÅÍÅÎÔ b^∗b + it1 ÏÂÒÁÔÉÍ Œ B. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (b^∗b + it1)^{−1} ∈ B É (b^∗b)^{−1} ∈ A ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ A. õÓÔÒÅÍÌÑÑ t Ë ÎÕÌÀ É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØÀ B, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ (b^∗b)^{−1} ∈ B. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ (b^∗b)^{−1}b^∗ ∈ B | ÌÅŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÄÌÑ b. ðÒÏÄÅÌÁŒ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ bb^∗, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ b ÏÂÒÁÔÉÍ ÓÐÒÁŒÁ Œ B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, b ∈ Inv(B), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ.

á ÔÅÐÅÒØ, ËÁË É ÂÙÌÏ ÏÂÅÝÁÎÏ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÀÂÙÈ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÅÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, K ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÒÅÚ t ∈ C(K) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(z) = z.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÔ a ÎÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÕÎÉ- ÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl_c : C(K) → A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl_c(t) = a.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. åÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ K ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ P ⊂ C(K) | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉ- ÑÍÉ t É —t (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ t É —t). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏÕÎÁ-œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P ÐÌÏÔÎÁ Œ C(K); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, fl_c ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ P .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ K ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ œ(a) ⊂ K.

åÓÌÉ ÎÅ ÎÁÌÁÇÁÔØ ÎÁ A ÎÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÕÎÉÔÁÌØÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂ C , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ œ(a), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ fl_c : C(K) → A ÏÔ a ÎÁ K. åÓÌÉ K = œ(a), ÔÏ fl_c ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ K = œ(a) (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ a (Ô.Å. B = span{a^m(a^∗)^n : m; n ∈ Z_+}). ïÞÅ- ŒÉÄÎÏ, B ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. ðÕÓÔØ ˙ = ˙(B) | ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ. œ ÓÉÌÕ ÐÅÒŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ-îÁÊÍÁÒËÁ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ `_B : B → C(˙) | ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : ˙ → œ_B(a); ’(x) = ^a(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ ˙. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÅÌØÆÁÎÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’ | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, œ_B(a) = œ(a) ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4. éÚ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ’ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’^• : C(œ(a)) → C(˙); f → f ∘ ’ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ fl_c : C(œ(a)) → A ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ: B � � � A

C(˙)

�^{−1}_B � C(œ(a))

’^• � fl_c �

(ÚÄÅÓØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ B Œ A). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fl_c | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ ˙ ’^•(t)(x) = t(’(x)) = ^a(x), ÐÏÜÔÏÍÕ fl_c(t) = `^{−1}_B ’^•(t) = a. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, fl_c | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ a ÎÁ K = œ(a).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : ˙ → œ(a), ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÅÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, Á ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ’^• : C(œ(a)) → C(˙) | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ∗-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

éÔÁË, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. œÓÀ- ÄÕ ÄÁÌÅÅ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ËÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ fl_h É fl_c | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ a ÎÁ œ(a). ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

O(œ(a)) �

fl_h � � A C(œ(a))^{flc} � �

(ÚÄÅÓØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ĂÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑĄ, ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÍÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÁÈ (ÓÒ. ÕÐÒ. 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 6).

âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ËÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ, ŒÍÅ- ÓÔÏ fl_c(f) ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ f(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ œ(a) (ËÁË ÍÙ É ÄÅÌÁÌÉ ÒÁÎØÛÅ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ É ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(œ(a)) ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ(f(a)) = f(œ(a)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ). åÓÌÉ f ∈ C(œ(a)) É g ∈ C(œ(f(a))), ÔÏ g(f(a)) = (g ∘ f)(a).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11 (ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔØ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). ðÕÓÔØ ’ : A → B | ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ∗-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ. ôÏÇÄÁ ’(f(a)) = f(’(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(œ(a)). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ çÅÌØÆÁÎÄÁ). åÓÌÉ A ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ ^f(a) = f ∘ ^a ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(œ(a)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ’ ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ A.

ëÁË É ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ŒÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÄÌÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ. œÐÒÏÞÅÍ, Õ ÓÐÅËÔÒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÍÎÏÇÏ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ

œ_r(T ) = ∅; œ_{ap}(T ) = œ_{su}(T ) = œ(T ); œ_p(T ) = œ_{com}(T ):

õËÁÚÁÎÉÅ. œÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

1) Ker T = Ker T^∗T ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T ∈ B(H). 2) åÓÌÉ T ÎÏÒÍÁÌÅÎ, ÔÏ Ker T = Ker T^∗ = (Im T )^⊥.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, f ∈ C(œ(T )). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ œ_p(f(T )) = f(œ_p(T ))? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ œ_c.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÂÅÒÉÔÅÓØ Ó ĂÍÏÄÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍĄ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁ- ÎÉÅ 7 Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, f ∈ L^∞(X; ¯). ïÐÉÛÉÔÅ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_f , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ L^2(X; ¯).

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ (ÉÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ), ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ĂÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈĄ: õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. (\îÁÕÞÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÓËÏÅ"). ðÕÓÔØ A | ÕÎÉÔÁÌØÎÁÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ, a_1; : : : ; a_n ∈ A | ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ œ(a_1; : : : ; a_n) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ËÏÍÐÁËÔÏÍ Œ C^n É ÄÌÑ n = 1 ÐÒÅŒÒÁÝÁÌÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÔ a_1; : : : ; a_n É ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ.