íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 1 óåíåóôò

æõîäáíåîôáìøîáñ çòõððá

ðÅÔÌÅÊ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ X ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl : [0; 1] → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fl(0) = fl(1) = x. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÅÔÅÌØ fl_1 É fl_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÔÌÑ fl = fl_1 ∘ fl_2 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ fl(t) = { fl_1(2t); 0 ≤ t ≤ 1=2 fl_2(2t − 1); 1=2 ≤ t ≤ 1 .

ðÅÔÌÉ fl_0 É fl_1 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ fl_0 ∼ fl_1), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÅÔÅÌØ fl_ø ; 0 ≤ ø ≤ 1 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ fl_ø (t) ∈ X ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ËÁË ÏÔ t, ÔÁË É ÏÔ ø .

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ ÐÅÔÅÌØ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÐÅÔÅÌØ) ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ß_1(X; p).

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÛÁÒ) Œ R^n, ÔÏ ß_1(X; p) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fl_1 ∼ fl^′_1 É fl_2 ∼ fl^′_2, ÔÏ fl_1 ∘ fl_2 ∼ fl^′_1 ∘ fl^′_2.

éÚ ÚÁÄÁÞÉ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ ?), ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÅÔÅÌØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ß_1(X; p).

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ß_1(X; p) | ÇÒÕÐÐÁ (Ô.Å. ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ).

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ p ∈ X É q ∈ X ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ß_1(X; p) É ß_1(X; q) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÕ p É ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ß_1(X) | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É f(p) = q. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_∗ : ß_1(X; p) → ß_1(Y; q) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÌÁÓÓÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÌÉ fl ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÉ ÐÅÔÌÉ f ∘ fl.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_∗ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ (Ô.Å. ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÌÉ f ∘ fl ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÔÌÉ fl ÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÎÕÀ) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (f ∘ g)_∗ = f_∗ ∘ g_∗.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_0 É f_1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÔÏÞËÕ p Œ ÔÏÞËÕ q (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ f_t : X → Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f_t(p) = q, É ÔÏÞËÁ f_t(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ x, ÔÁË É ÏÔ t), ÔÏ (f_0)_∗ = (f_1)_∗.

úÁÄÁÞÁ 8. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 7: ÐÕ ÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_0 É f_1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÎÏ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÏÞËÁ f_t(p) ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÐÅÔÌÀ fl Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y . äÏ- ËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (f_1)_∗(ø ) = [fl]^{−1}(f_0)_∗(ø )[fl], ÇÄÅ ø ∈ ß_1(Y; q) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõôïðïìïçéñ, 1 óåíåóôòæõîäáíåîôáìøîáñ çòõððá

ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, Á [fl] ∈ ß_1(Y; q) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÌÉ fl.

úÁÄÁÞÁ 9. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 6 É 8, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉ- ÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 8, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S^1 → X ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ ß_1(X).

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S^1 → X, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÅÔÅÌØ, ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÀÔ ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

œÙÞÉÓÌÉÍ ß_1(S^1). äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ S^1 ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË {(x; y) | x^2 + y^2 = 1} ⊂ R^2.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÔÌÉ fl Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ (1; 0) ∈ S^1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÕÇÌÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ : [0; 1] → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. ’ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. 2. ’(0) = 0.

3. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ [0; 1] ’(t) ÒÁŒÎÁ ÕÇÌÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ ÔÏÞËÉ fl(t) Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÐÌÀÓ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ŒÉÄÁ 2ßk, ÇÄÅ k ∈ Z(ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, k ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t).

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ \ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ t ∈ [0; 1]": ÐÕÓÔØ T | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ t ∈ [0; 1] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÕÇÌÏŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ [0; t]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ⊂ [0; 1] ÏÔËÒÙÔÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ.

ãÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ’(1)=2ß ÎÁÚÏŒÅÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÔÌÉ fl.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÔÌÉ fl_1 É fl_2 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÉÎÄÅËÓÙ ÒÁŒÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ \ÔÏÇÄÁ"). òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÕÇÌÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 13. éÚÕÞÉÔÅ, ËÁË ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÉÎÄÅËÓ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÐÅÔÅÌØ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß_1(S^1) = Z.

úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÏÒÁ (ÇÒÁÎÉÃÁ ÂÕÂÌÉËÁ, ÏÎ ÖÅ S^1 × S^1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z× Z. é, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ:

ðÕÓÔØ A É B | ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß_1(A × B) = ß_1(A) × ß_1(B).

úÁÄÁÞÁ 15. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑ (ÂÕÂÌÉËÁ). œÙ- ÞÉÓÌÉÔÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÄÁÌÅÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xy.