íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôò

òáóóìïåîéå èïðæá

ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÅÓÔØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, C P^{1 def}= {[z : w] | z ≠ 0 ÉÌÉ w ≠ 0; [z : w] = [˘z : ˘w] ∀˘ ∈ C \ {0}}. ôÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S^3 ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^{3 def}= {(z; w) ∈ C^2 | |z|^2 + |w|^2 = 1} ⊂ C^2 . òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ p : S^3 → C P^1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(z; w) = [z : w].

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ff ¿ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_ff = {[z : w] ∈ C P^1 | |w=z| ≤ ff} É B_ff = {[z : w] ∈ C P^1 | |w=z| ≥ ff} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ËÒÕÇÁÍ (Ó ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ C_ff = {[z : w] ∈ C P^1 | |w=z| = ff}). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Â) ÐÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(C_ff) ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÅÎ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ S^1 × S^1, Œ) ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ p^{−1}(A_ff) É p^{−1}(B_ff) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑÍ D × S^1 (D | ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ËÒÕÇ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ÄŒÁ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑ Ó ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ | ÔÏÒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 2, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ T ⊂ R^3 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ŒÌÏÖÅÎÎÏÅ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ (\ÓÐÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÒÕÇ"). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R^3 \ T ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ 5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D = {(z; w) ∈ S^3 | w ∈ [0; 1]} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÒÕÇÕ, ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÓÌÕÖÉÔ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ [1 : 0] ∈ C P^1 . Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ ÎÁÄ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ËÒÏÍÅ [1 : 0], ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÕÇ D ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ [1 : 0] É ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÏÊ \ÚÁÃÅÐÌÅÎÙ". ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÌÏÅŒ. ðÕÓÔØ a; b ∈ C , |a|^2 + |b|^2 = 1, É ÐÕÓÔØ U_{ab} : C^2 → C^2 | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ U_{ab}(z; w) = (az + bw; −bz + aw).

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ U_{ab} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÆÅÒÕ S^3 Œ ÓÅÂÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ~U_{ab} : C P^1 → C P^1 , ÞÔÏ ~U_{ab} ∘ p = p ∘ U_{ab}.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ [s : t] ∈ C P^1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ a; b, ÞÔÏ U_{ab}([1 : 0]) = [s : t]. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 5, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ ÚÁÃÅÐÌÅÎÙ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÒÕÇÕ, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÄÁÎÎÙÊ ÓÌÏÊ, Á ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÌÏÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ñŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C P^1 → S^2. (áÆÆÉÎÎÏÊ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ L = {(z; w) ∈ C^2 | az + bw + c = 0}, ÇÄÅ a; b; c ∈ C ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ, É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a; b ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^2 .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙ = {(z; w) ∈ S^3 | z ∈ R}.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÒÑÍÁÑ ‘, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ z = 1, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ (1; 0). äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ‘ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (1; 0), ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ˙ ÅÝÅ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ˙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ C P^1 , É ÚÁÄÁÊÔÅ ÜÔÏÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ ’ : C P^1 → S^2 | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÞÉ 10. úÁÄÁÊÔÅ ÑŒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ∘ p : S^3 → S^2.

ïÔŒÅÔ. ôÏÞËÁ (x; y; z; t) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ x^2 + y^2 + z^2 + t^2 = 1, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ (ff; fi; fl), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ff^2 + fi^2 + fl^2 = 1, Á ÉÍÅÎÎÏ: ff = 2(xz + yt); fi = 2(yz − xt); fl = x^2 + y^2 − z^2 − t^2.