íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 3. îáëòùôéñ é ðïäçòõððù.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ). ðÕÓÔØ f : Y → X | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ (Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ É ß_1(Y ) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ g : Z → X Ó ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Z ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ P ÎÁËÒÙÔÉÑ f Œ ÎÁËÒÙÔÉÅ g.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. œÓÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÂÁÚÏÊ X É Ó ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÍÉ ÎÁËÒÙŒÁÀ- ÝÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕ ÅÍ ÂÁÚÏŒÙÅ ÔÏÞËÉ q ∈ Y É r ∈ Z ÔÁË, ÞÔÏÂÙ f(q) = g(r)^{def}= p. ðÕÓÔØ y ∈ Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ; ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÅÅ Ó q ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÍ ÐÕÔÅÍ fl. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÐÕÔØ ~fl Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ~fl(0) = r, É g ∘ ~fl = f ∘ fl. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P : Y → Z ÆÏÒÍÕÌÏÊ P (y) = ~fl(1). ðÏÓËÏÌØËÕ ß_1(Y ) = 0, ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÐÕÔØ fl Ó ËÏÎÃÁÍÉ q É y ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÄÁÎÎÏÍÕ. ðÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔØ ~fl ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ ~fl(1). îÏ ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ g(~fl(1)) = f(y) ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ g^{−1}(f(y)) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÔÏÞËÁ ~fl(1) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ U ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ß_1(U ) = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ X É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÕÔÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ËÏÎÃÙ ÐÕÔÉ (Ô.Å. ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ fl : [0; 1] → X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ fl(0) = p, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ F , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ F (0; ø ) = fl(0) = p É F (1; ø ) = fl(1) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ø ). ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË: ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÕÀ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X, ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ x ∈ U É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÕÔØ fl, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ fl(0) = p É fl(1) = x. œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÐÕÔØ r_{ab}, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ É ÌÅÖÁÝÉÊ Œ U . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V (U; fl) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÕÔÅÊ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÈ p Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ y ∈ U É ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎ ÉÀ ÐÕÔÅÊ fl É r_{xy}. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (U; fl) ⊂ Y ÚÁÄÁÀÔ Œ Y ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Y → X, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÕÔÉ fl ÅÇÏ ÐÒÁŒÙÊ ËÏÎÅÃ fl(1) (Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ fl(1) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, f^{−1}(U ) ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ V (U; ffi) ÐÏ ŒÓÅÍ ËÌÁÓÓÁÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ ffi, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ p É x; ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V (U; ffi) ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ffi ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõôïðïìïçéñ, 1 óåíåóôòìåëãéñ 3. îáëòùôéñ é ðïäçòõððù.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ ?); ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P ∈ Y ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÉ e(t) ≡ p, É ÐÕÓÔØ ˘ | ÐÅÔÌÑ Œ Y Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ Œ P . ðÕÓÔØ fl(t)^{def}= ˘(t)(1) ∈ X (Ô.Å. ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÕÔÉ ˘(t) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X); fl | ÐÅÔÌÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y , ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ s ∈ [0; 1] ÐÕÔØ ˘(s) ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÏÔÒÅÚËÕ ÐÅÔÌÉ fl, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ t ∈ [0; s]. ðÏÓËÏÌØËÕ ˘(1) = P , ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅ- ÔÌÑ fl ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f_∗ : ß_1(Y ) → ß_1(X) ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, ÏÔËÕÄÁ ß_1(Y ) = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G ⊂ ß_1(X) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÎÁËÒÙÔÉÅ f : X_G → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f_∗(ß_1(X_G)) = G. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_G ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÏÄ- ÎÏÓŒÑÚÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X_G ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÕÔÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ËÏÎÃÙ ÐÕÔÉ, É ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÅÔÌÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ a ∈ G. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X_G ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f^′ : X^′_G → X | ÄÒÕÇÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ðÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁËÒÙÔÉÊ r : Y → X^′_G. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y ÜÔÏ ÐÕÔÉ Œ X Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p; ÐÏÓËÏÌØËÕ f^′_∗(ß_1(X^′_G)) = G, ÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÐÕÔÅÊ a É b ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ r ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ, É ÐÅÔÌÑ ab^{−1} ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ (ÐÏÞÅÍÕ ?), É, Œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ X^′_G É X_G.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÄ X ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÁÍ ÇÒÕÐÐÙ ß_1(X), É ÌÀÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÎÁËÒÙÔÉÑ. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒÙ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ G ⊂ ß_1(X) ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ fl Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X_G ÌÀÂÏÊ ÐÕÔØ, ÉÍÅ- ÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ, ÔÁËÖÅ ÚÁÍËÎÕÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÕÔÉ fl_1 É fl_2 ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ: f_∗(fl_1) = f_∗(fl_2) = fl ∈ ß_1(X). ðÏÓËÏÌØËÕ fl_1 ÚÁÍËÎÕÔ, ÐÅÔÌÑ fl ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÙ G. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X_G ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ø , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ fl_1(0) É fl_2(0). ðÕÓÔØ ˘ = f_∗(ø ), ÔÏÇÄÁ f_∗(ø ·fl ·ø^{−1}) = ˘fl˘^{−1}. ðÕÔØ fl_2 ÚÁÍËÎÕÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˘fl˘^{−1} ∈ G.

îÁËÒÙÔÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ, ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ. üÔÏ ÎÁËÒÙ- ÔÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÇÒÕÐÐÁ Z= ß_1(S^1) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ n; ÜÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõôïðïìïçéñ, 1 óåíåóôòìåëãéñ 3. îáëòùôéñ é ðïäçòõððù.3

õËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^1 → S^1 ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÊ ÏËÒ ÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÑ, ÕÍÎÏÖÁÀÝÅÅ ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁ n.