ëÏÎÓÐÅËÔ ÌÅËÃÉÉ 3. æÕÎËÃÉÉ ûÕÒÁ. 1 ÍÁÒÔÁ 2004

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ É ÆÕÎËÃÉÊ ûÕÒÁ

ðÕÓÔØ ˘ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ É ‘(˘) | ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ É N ≥ ‘(˘) | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ

s_˘(x_1; : : : ; x_N ) = det [ x^{˘i+N−i} j ]

det [ x^{N−i}_j ] ; ÇÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÉÍÅÀÔ ÐÏÒÑÄÏË N .

œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ff = (ff_1; : : : ; ff_N ) ∈ Z^N_+ | ÎÁÂÏÒ ÉÚ N ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ffi = (N − 1; N − 2; : : : ; 0) É alt_ff(x_1; : : : ; x_N ) = det [ x^{ffi}_j ] = ∑ w∈S_n

sgn(w)x^{ff1}_{w(1)} : : : x^{ffN}_{w(N)}

| ÏÔ ÓÌÏŒÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÎÔ (alternant); ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÉÎÄÅËÓÙ). œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

s_˘(x_1; : : : ; x_N ) = alt_{˘+ffi}(x_1; : : : ; x_N alt_ffi (x_1; : : : ; x_N ) : óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

• áÌØÔÅÒÎÁÎÔÙ alt_ff(x_1; : : : ; x_N ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. • ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff_i ÏÎÉ ÌÉÛØ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ±1. • ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÁÌØÔÅÒÎÁÎÔ Ó ÄŒÕÍÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÒÁŒÅÎ 0, É ŒÓÑ- ËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÎÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ alt_{˘+ffi}.

• áÌØÔÅÒÎÁÎÔÙ ŒÉÄÁ alt_{˘+ffi} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÁÎÔÉÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ N ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

• œÓÑËÉÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÎÔ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

alt_ffi (x_1; : : : ; x_N ) = ´(x_1; : : : ; x_N ) = ∏ 1≤i¡j≤N

(x_i − x_j ):

ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. æÕÎËÃÉÉ s_˘(x_1; : : : ; x_N ), ÇÄÅ ‘(˘) ≤ N , ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ~_N ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ N ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

æÕÎËÃÉÉ s_˘(x_1; : : : ; x_N ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ûÕÒÁ (Schur polynomials). óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. • deg s_˘ = |˘| = ∑ i ˘_i .

• åÓÌÉ ËÁÖÄÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ˘_i, ÇÄÅ i = 1; : : : ; N , ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ 1, ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ x_1 : : : x_N .

• óŒÏÊÓÔŒÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ:

s_˘(x_1; : : :; x_{N−1} ; 0) = s_˘(x_1; : : : ; x_{N−1});

Typeset by AMS-TEX

Ó ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ s_˘(x_1; : : :; x_{N−1}) = 0, ÅÓÌÉ N − 1 ¡ ‘(˘).

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ~ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ˘ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ N ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ~. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ûÕÒÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ s_˘(x_1; x_2; : : :) ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ s_˘. æÕÎËÃÉÉ ûÕÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ~.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ ûÕÒÁ

ðÕÓÔØ F (x_1; : : : ; x_N ) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ ûÕÒÁ:

F (x_1; : : : ; x_N ) = ∑ ˘: ‘(˘)≤N

c_˘ s_˘ :

ïÂÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ ûÕÒÁ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_˘ ÒÁ- ŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÅ x^{˘+ffi} = x^{˘1+N−1}_1 : : : x^{˘N}_N Œ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÅ ÉÌÉ ÒÑÄÅ F (x_1 : : : ; x_N ) · ´(x_1; : : : ; x_N ).

œÏÔ ÐÅÒŒÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ: ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f(x) = ∑ f_mx^m | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, f_0 = 1, f_{−1} = f_{−2} = · · · = 0. ôÏÇÄÁ

f(x_1) : : : f(x_N ) = ∑ ˘: ‘(˘)≤N

det [f_{˘i−i+j}] · s_˘ :

îÏŒÙÊ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÄÌÑ dim˘

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ p_1 = x_1 + x_2 + : : : É ÞÔÏ ˚ ↘ ˘ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ˚ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ˘ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ. ìÅÍÍÁ 3. s_˘ · p_1 = ∑ ˚: ˚↘˘

s_˚ :

ïÔÓÀÄÁ ÐÒÏÉÓÔÅËÁÅÔ ôÅÏÒÅÍÁ 4. p^n_1 = ∑ ˘∈Y_n dim ˘ · s_˘ :

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÚÁÎÏŒÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÆÏÒÍÕÌÕ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ ôÅÏÒÅÍÁ 5. dim ˘ = n! det [ 1 (˘_i − i + j)! ]

ðÏÑÓÎÅÎÉÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m = 1; 2; : : :, ÔÏ 1=(−m)! = 0. ðÏÒÑÄÏË ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ | ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ N ≥ ‘(˘). ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, n = |˘|.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 Ë ÒÑÄÕ f(x) = e^x. ôÏÇÄÁ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N f(x_1) : : : f(x_N ) = e^{p1 (x1;:::;xN )} :

æÏÒÍÕÌÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Œ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁ- ÚÁÎÁ Œ ÌÅËÃÉÉ 2.^1 îÏ ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÌÏ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÇÏÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁË ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ, ÔÏÇÄÁ ËÁË Œ ÎÏŒÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙŒÏ- ÄÉÔÓÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 4 ÅÓÔØ ÐÅÒŒÏÅ ÕËÁÚÁÎÉÅ ÎÁ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ É ÇÒÁÆÏÍ àÎÇÁ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ûÕÒÁ, Ó ÄÒÕÇÏÊ. üÔÁ ÓŒÑÚØ ÏÞÅÎØ ÇÌÕÂÏËÁ.

ëÏÛÉ É ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ óÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ (Jacobi{ Trudi), ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ ûÕÒÁ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ h_1; h_2; : : :. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ h_0 = 1, h_{−1} = h_{−2} = · · · = 0. ôÅÏÒÅÍÁ 6 (æÏÒÍÕÌÁ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ). s_˘ = det [h_{˘i−i+j}] ;

ðÏÑÓÎÅÎÉÅ. ðÏÒÑÄÏË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÚÄÅÓØ | ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N ≥ ‘(˘). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7. æÕÎËÃÉÉ h_1; h_2; : : : ÓÕÔØ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÆÕÎËÃÉÊ ûÕÒÁ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÉÅ ÏÄÎÏÓÔÒÏÞÅÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ: h_m = s_{(m)} :

ôÅÏÒÅÍÁ 6 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ËÁË ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ëÏÛÉ (Cauchy).

ôÅÏÒÅÍÁ 8 (ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ëÏÛÉ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N N∏ i;j=1 1 1 − x_iy_j = ∑ ˘: ‘(˘)≤N

s_˘(x_1; : : : ; x_N )s_˘(y_1; : : : ; y_N ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ É ëÏÛÉ. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 N∏ i;j=1 1 1 − x_iy_j = ∑ ˘: ‘(˘)≤N

det [h_{˘i−i+j}(y_1; : : : ; y_N )] · s_˘(x_1; : : : ; x_N ):

□ äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 8. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ, ŒÁÖÎÁÑ ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ. åÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÔÎÅÓÅÎÏ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

1ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 2’.

ìÅÍÍÁ 9 (æÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ).

det [ 1 1 − x_iy_j

]_N

i;j=1 = ´(x_1; : : : ; x_N )´(y_1; : : : ; y_N ) N∏ i;j=1

(1 − x_iy_j )

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÏÛÉ. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ëÏÛÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ det [ 1 1 − x_iy_j

]_N

i;j=1 = ∑ ˘: ‘(˘)≤N

alt_{˘+ffi}(x_1; : : : ; x_N ) alt_{˘+ffi}(y_1; : : : ; y_N ):

á ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ. □