áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ äÏÍÁÛÎÉÊ ÜËÚÁÍÅÎ 14 { 21 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2004 ÇÏÄÁ

îÁ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÒÁÂÏÔÙ ÎÕÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ĂäÏÍÁÛÎÉÊ ÜËÚÁÍÅÎ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ÚÁ 2 ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2004Ą, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÕËÁÚÁÔØ ÆÁÍÉÌÉÀ É ÉÍÑ ÓÄÁÀÝÅÇÏ ÜËÚÁÍÅÎ; ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÁÐÉÓÁÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÌÉ ÐÕÎËÔÁ, ÇÄÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔŒÅÔ, ÄÏÌÖÎÏ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ ÓÌÏŒÏÍ ĂïÔŒÅÔĄ, ÚÁ ËÏÔÏ- ÒÙÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔŒÅÔ. üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÕÖÎÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ Œ ÔÅËÓÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÔŒÅÔ É ÔÁË ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÎÕÖÎÏ ÓÄÁÔØ Œ ÕÞÅÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÉÌÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ œ. äÏÃÅÎËÏ (dotsenko@mccme.ru) ÎÅ ÐÏÚÖÅ 18^{00} ŒÔÏÒÎÉËÁ 21 ÓÅÎÔÑÂÒÑ. ïËÏÌÏ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÕËÁÚÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ÂÁÌÌÏŒ ÚÁ Åč ÐÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ïÒÉÅÎÔÉÒÏŒÏÞÎÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÏÃÅÎÏË: 37 ÂÁÌÌÏŒ | Ă5Ą, 28 ÂÁÌÌÏŒ | Ă4Ą, 19 ÂÁÌÌÏŒ | Ă3Ą.

1. (Á) (3 ÂÁÌÌÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g; h ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÅÒÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g^2 = h^2 = e, ÔÏ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ Œ G ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕÐÐÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n).

(Â) (3 ÂÁÌÌÁ) œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÂÅÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G? 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÏŒÎÏ (Á) (1 ÂÁÌÌ) ÏÄÎÏ ÎÅÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ; (Â) (2 ÂÁÌÌÁ) ÄŒÁ ÎÅÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. (Œ) (3 ÂÁÌÌÁ) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÇÒÕÐÐÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ.

3. (Á) (2 ÂÁÌÌÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

• ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗; • ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø_V ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ;

• ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f.

(Â) (3 ÂÁÌÌÁ) ðÕÓÔØ ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ f | ÌÉÂÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, ÌÉÂÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, É ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÄÏ R, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) ÌÉÂÏ ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ, ÌÉÂÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ.

4. (Á) (2 ÂÁÌÌÁ) ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ 57.

(Â) (4 ÂÁÌÌÁ) ðÕÓÔØ G | ÎÅÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ 57. ïÐÉÛÉÔÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G. 5. çÒÕÐÐÁ G = GL_4(F_p ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ L ÐÒÑÍÙÈ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ) Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^4_p É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÔÓÀÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G Œ V = C(L) É W = C(S).

(Á) (1 ÂÁÌÌ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ dim Hom_G(V; V ). (Â) (2 ÂÁÌÌÁ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ dim Hom_G(V; W ). (Œ) (3 ÂÁÌÌÁ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ dim Hom_G(W; W ).

(ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÞÅÒÅÚ C(M) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M.) 6. (4 ÂÁÌÌÁ) çÒÕÐÐÁ G = GL_n(F_p ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ L | ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ F^n_p .

ïÔÓÀÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ V = C(L). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Hom_G(V; V ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

7. (Á) (4 ÂÁÌÌÁ) ðÏÄÇÒÕÐÐÁ G ⊂ GL_n (C ) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ Åč ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ 100. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ C^n ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ;

(Â) (4 ÂÁÌÌÁ) . . . É ÄÁÖÅ ÂÅÚ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

8. (4 ÂÁÌÌÁ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ S_4 ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÕÀ ÃÉËÌÏÍ ø = (1234), É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ U ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ø ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ i = √ −1. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ S_4, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ U.

9. (Á) (1 ÂÁÌÌ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ z = ∑ g;h∈G

ghg^{−1}h^{−1} ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G

ÌÅÖÉÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

(Â) (5 ÂÁÌÌÏŒ) ðÕÓÔØ V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ z ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ V ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ˘ ∈ C . þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ?