6. ôÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

6.1. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ïÓÎÏŒÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÍÅÒÏÊ, ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÏÒÉÀ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ É ìÅÂÅÇÁ { óÔÉÌÔØÅÓÑ ÎÁ IR^n, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÒÁ œÉÎÅÒÁ É ÄÒÕÇÉÅ ÍÅÒÙ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. îÅÐÕÓÔÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ A ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A É ÐÒÉ ÜÔÏÍ X ∩ A = A ∀A ∈ A. ðÁÒÁ (X; ˚) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ (ÉÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (⇔ A_i ∈ ˚; i ∈ IN ⇒ ∪_{i∈IN}A_i ∈ ˚).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÉÚÍÅÒÉÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚÍÅÒÉÍÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. æÕÎËÃÉÑ ¯ : ˚ → IR_+, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ˚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÉÚ A_i ∈ ˚; A_i ∩ A_j = ∅ ÐÒÉ i ≠ j, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(∪_{i∈IN}A_i) = ∑ i∈IN ¯(Ai). éÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ,

ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ) ÍÅÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L_ff(f) = {x ∈ X | f(x) ≤ ff} -ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÌÅÂÅÇÏŒÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. ðÕÓÔØ (X; ˚; ¯) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ (Ô. Å. ¯(X) ¡ ∞). æÕÎËÃÉÑ f : X → IR ∪ {+∞} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ÌÅÂÅÇÏŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

œÍÅÓÔÏ ÌÅÂÅÇÏŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÒÁÔØ ÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ M_ff(f) = IR \ L_ff(f) = {x | f(x) ¿ ff}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÁ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍ.

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L_0(X).

ðÒÉÍÅÒ 6.1. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ { ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 6.2. æÕÎËÃÉÉ äÉÒÉÈÌÅ É òÉÍÁÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → IR { ÉÚÍÅÒÉÍÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ g : IR → IR ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g(f) { ÉÚÍÅÒÉÍÁ.

ðÕÓÔØ ÓÎÏŒÁ (X; ˚; ¯) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ É f : X → IR { ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ::: ≤ y_{−n} ≤ ::: ≤ y_0::: (lim_{±∞} = ±∞). œÙÒÁÖÅÎÉÅ ∑ n∈ZZ

ȷ_n¯{x | y_n ≤ f(x) ¡ y_{n+1}}; y_n ≤ ȷ_n ¡ y_{n+1}; n ∈ IN

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅÂÅÇÏŒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ (X; ˚; ¯) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ. æÕÎËÃÉÑ f ≥ 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ìÅÂÅÇÁ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÞÉÓÌÕ ÐÒÉ sup_n(y_{n+1} −y_n) → 0: üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÆÕÎËÃÉÉ f: ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫ X f(x)d¯. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_+(x) = max(f(x); 0) É f_−(x) := (−f)_+(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ∫ X f(x)d¯ := ∫ X f_+(x)d¯ − ∫ X f_−(x)d¯:

6.2. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ (X; ˚; ¯) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ , f_1; f_2 { ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ f_1 + f_2 É f_1f_2 { ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÅÅÍ:M_ff(f_1 + f_2) = ∪_{r∈Q} M_r(f_1) ∩ M_{ff−r}(f_2), ÏÔËÕÄÁ É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ˚ ÅÓÔØ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, f_1f_2 = (f_1 + f_2)^2=4 − (f_1 − f_2)^2=4 , ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f}_{n∈IN} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ (Ð. Œ.), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÅÒÙ (Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ).

ìÅÍÍÁ 2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÓÅÂÑ Œ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ŒÓÀÄÕ Ë f. îÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÅÓÌÉ lim a_n ¿ c, ÔÏ ∃k ∃n : ∀m ≥ n a_m ¿ c + 1=k, ÚÎÁÞÉÔ,

M_ff(f) = ∪_k ∪_n ∩_{m¿n} M_{ff+1=k}(f_n);

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ f. ⊓⊔

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1 (åÇÏÒÏŒ). ðÕÓÔØ (X; ˚; ¯) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅ- ÒÏÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n}_{n∈IN} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ffi ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ X_ffi, ÞÔÏ ¯(X_ffi) ¿ ¯(X) − ffi É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X_ffi ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n}_{n∈IN} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1. åÓÌÉ B_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ, B_1 ⊂ B_2 ⊂ · · · É B = ∩_iB_i, ÔÏ lim ¯(B_i) = ¯(B) (ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ).

1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚÍÅÒÉÍÙ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_{mn} := ∩_{k≥n} { x | |f_k(x) − f(x)| ¡ 1=m}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ≥ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f_k(x) − f(x)| ¡ 1=m. îÏ ÔÏÇÄÁ (ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ œ{ÁÌÇÅÂÒÏÊ) ÂÕÄÕÔ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_m = ∩_{n∈IN}A_{mn}. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ A_m ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A_m, ÔÏ f_n(x) ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x), É ÚÎÁÞÉÔ, ¯(A_m) = ¯(X) (i). õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ A_{m1} ⊂ A_{m2} ⊂ · · ·, ÉÚ 0.1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ N(m) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯(A_m \ A_{mN (m)}) ¡ ffi=2^{−m} (ii).

2. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_ffi := ∩_{m∈IN}A_{mN (m)} { ÉÓËÏÍÏÅ. éÍÅÅÍ

¯(X \ A_{mN (m)})^{(i)}= ¯(A_m \ A_{mN (m)})^{(ii)}¡ ffi=2^{−m}

ïÔËÕÄÁ

¯(X \ X_ffi)^{def}=¯ ( X \ ∩_{m∈bf N} A_{mN (m)}

)_{Id} =¯ ( ∪_{m∈IN}(X \ A_{mN (m)}) ) ≤ ∑ m∈IN

¯(X \ A_{mN (m)}) ¡ ∑ m∈IN

ffi=2^{−m} = ffi:

á ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ X_ffi,ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m |f_k (x) − f(x)| ¡ 1=m ÐÒÉ k ¿ N(m): ⊓⊔ íÙ ÐÒÉŒÅÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ, ÓÌÅÄÕÑ ÓÁÍÏÍÕ ìÅÂÅÇÕ. îÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

æÕÎËÃÉÑ f : X → IR ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÍÅÒÏÊ (X; ˚; ¯) ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÁ É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {x | f(x) = const} ÉÚÍÅÒÉÍÙ, É ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÒÏÓÔÙÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n}; f_n(x) = m=n; ÅÓÌÉ m=n ≤ f(x) ¡ (m + 1)=n). ðÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = y_k ÐÒÉ x ∈ X_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ (ÉÌÉ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ), ÅÓÌÉ ÒÑÄ ∑ n∈IN yn¯(Xn) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ

ÒÑÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f ÐÏ ÍÅÒÅ ¯ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫ X f(x)d¯.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕ- ÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁ- ÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | ∫ X f(x)d¯| ≤ sup_{x∈X} |f(x)|¯(X): (1) æÕÎËÃÉÀ f : X → IR , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ c ÍÅÒÏÊ (X; ˚; ¯), ÎÁÚÏŒÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ (ÉÌÉ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÉÌÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÅÊ L(X) ÉÌÉ L_1(X)) ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÎÁ X ÆÕÎËÃÉÊ {f_n}_{n∈IN} ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ. ðÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} ∫ X f_n(x)d¯ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ fÉ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ∫ X f(x)d¯.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏÓÔØ ÅÇÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | ∫ X f_n(x)d¯ − f_m(x)d¯| ≤ ¯(X) sup_{x∈x} |f_n(x) − f_m(x)|:

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:

1.éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

2. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÎÁ X ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ. 3. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ∈ L(X); ’(x) ≥ 0, Á ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÎÁ X É |f(x)| ≤ ’(x) ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, ÔÏ f ∈ L(X):

óŒÏÊÓÔŒÁ 1. É 2. ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÙÌÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÒÁÎÅÅ, ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ 3. ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 4.ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ∫ X f(x)d¯ É ∫ X |f(x)|d¯ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X = ∪_{n∈IN}X_n; X_i ∩ X_j = ∅, É ÒÑÄ ∑ n∈IN ∫ x_n |f(x)|d¯ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ f ∈ L(X) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ∫ X f(x)d¯ = ∑ n∈IN ∫ X_n

f(x)d¯:

ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ L(X) É A ∈ ˚, ÔÏ f ∈ L(A).

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ôÅÏÒÅÍÁ 6.2 (ÏÂ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ). äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ (X; ˚; ¯) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ É f ∈ L(X). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A, ÍÅÒÙ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÊ ffi, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | ∫ A f(x)d¯| ¡ ”:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1). 0.2. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 6.2. 1. éÚ 0.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ f ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ

X_n := {x | n − 1 ≤ |f(x)| ¡ n; n ∈ IN; A_N := ∪^N_{n=1}X_n; B_N := X \ A_N }: ôÏÇÄÁ ÉÚ 0.2 ∫ X |f(x)|d¯ = ∑ n∈N ∫ X_n

|f(x)|d¯

œÙÂÅÒÅÍ N É ffi ÔÁË, ÞÔÏÂÙ (ÔÁËÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ): ∫

B_N

|f(x)|d¯ ¡ ”=2; 0 ¡ ffi ¡ ”=2N; A ∈ ˚; ¯(A) ¡ ”=2 (i) ôÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ | ∫ A f(x)d¯| ≤ ∫ A |f(x)|d¯^{0:2}= ∫ A∩A_N + ∫ A∩B_N (i) ¡ ”: ⊓⊔ ôÅÏÒÅÍÁ 6.3 (ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (X; ˚; ¯) Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ É {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÎÁ X ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ’ ≥ 0; ’ ∈ L(X) É |f(x)| ≤ ’(x), ÔÏ f ∈ L(X) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ lim_{n→∞} ∫ X f_n(x)d¯ = ∫ X f(x)d¯:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1 óŒÏÊÓÔŒÏ 3. ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ. 0.2. f É |f| ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÔ L ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. 0.3. ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. 0.4. ôÅÏÒÅÍÁ åÇÏÒÏŒÁ 1. éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ f ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 0.1.

2. úÁÄÁŒÛÉÓØ ” ¿ 0, ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0,ÞÔÏ ( Œ ÓÉÌÕ 0.3) ∫ A ’(x)d¯ ¡ ” ∀A ∈ ˚; ¯(A) ¡ ffi; (i) Á ÐÏ ÜÔÏÍÕ ffi ÎÁÊÄÅÍ (Œ ÓÉÌÕ 0.4) ÔÁËÏÅ X_ffi, ÞÔÏ ÐÒÉ n ≥ N ÎÁ X_ffi ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ É ¯(X \ X_ffi) ¡ ffi (ii) É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ N, ÞÔÏ ÎÁ X_ffi ÐÒÉ n ≥ N ÐÏÌÕÞÁÅÍ: |f(x) − f_n(x)| ¡ ”. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, | ∫ X f(x)d¯ − ∫ X f_n(x)d¯| ≤ C”: ⊓⊔ ôÅÏÒÅÍÁ 6.4 (âÅÐÐÏ ìÅŒÉ). ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ (X; ˚; ¯) ÚÁÄÁÎÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎ- ËÃÉÊ Ó ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ:

f_1(x) ≤ f_2(x) ≤ · · ·; ∫ x f_n(x)d¯ ≤ K ∀n ∈ IN:

ôÏÇÄÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ

f(x) = lim_{n→∞} f_n(x); f ∈ L(X) É lim_{n→∞} ∫ X f_n(x)d¯ = ∫ X f(x)d¯

(ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÍ. Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ É æÏÍÉÎÁ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_1(X) ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ f ∼ g ⇔ ¯{x | f(x) ≠ g(x)} = 0 ðÏÌÏÖÉÍ ‖f(·)‖_{L1(X)} = ∫ X |f(x)|d¯:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁË- ÓÉÏÍÁÍ ÎÏÒÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.5 (æ. òÉÓÓÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ L_1(X)). ðÕÓÔØ (X; ˚; ¯) {ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_1(X) ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1. ôÅÏÒÅÍÁ â. ìÅŒÉ. 1. ìÅÍÍÁ 3 (æÁÔÕ). åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {f_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë f É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ∫ X f_n(x)d¯ ≤ K, ÔÏ f ∈ L(X) É ∫ X f(x)d¯ ≤ K:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ ’_n(x) = inf_{k≥n} f_n(x). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ !) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ

0 ≤ ’_n(x) ≤ f_n(x); ∫ X ’_n(x)d¯ ≤ ∫ X f_n(x)d¯ ≤ K; ’_1 ≤ ’_2 ≤ · · · ;

É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, lim_{n→∞} ’_n(x) = f(x) ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ. ðÒÉÍÅÎÑÑ 0.1, ÐoÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

2. ðÕÓÔØ f_n { ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Ô.Å.

‖f_n − f_m‖_{L1(X)} → 0; n; m → ∞:

îÁÊÄÅÍ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {n_k}; k ∈ IN ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

‖f_{nk} − f_{nk+1} ‖_{L1(X)} ≤ 2^{−k} : (i) ôÏÇÄÁ ÉÚ 0.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ |f_{n1} (x)| + |f_{n2} (x) − f_{n1} (x)| + · · · ÓÈÏÄÉÔÓÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÒÑÄ f_{n1} (x) + f_{n2} (x) − f_{n1} (x) + · · · ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ

f(x) = lim_{n→∞} f_{nk} (x)

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ Œ (i) É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ æÁÔÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ f ∈ L_1(X) É ∫ X |f_{nk} (x) − f(x)|d¯ ≤ 1=2^{−k}.

úÎÁÞÉÔ, ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ŒÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ⊓⊔ ë ÜÔÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ É òÁÄÏÎÁ { îÉËÏÄÉÍÁ. íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÉÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏ- ÎÑÔÉÑ ÄÌÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÍÅÒÙ ìÅ- ÂÅÇÁ. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÅÅ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ IR.

6.3. ïÐÉÓÁÎÉÅ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÐÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ I = [0; 1] (ÉÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÒÑÍÏÊ).

œÙÄÅÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ \ÏÓÎÏŒÎÙÅ" ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ O(X) { ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ É ÓÅÇÍÅÎÔÙ (ÄÁÌÅÅ a < b), Á ÉÍÅÎÎÏ: ÏÔÒÅÚÏË [a; b], ÉÎÔÅÒŒÁÌ ]a; b[ É ÄŒÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÁ [a; b[ É ]a; b].

äÌÉÎÏÊ ÉÌÉ ÍÅÒÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ m(△) ÎÁÚÏŒÅÍ ÞÉÓÌÏ b−a. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ, ÐÅÒÅÓÅÞÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÚÏŒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. éÈ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ü(X). ìÀÂÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÅÒÙ m(A)

ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ŒÏÚØÍčÍ ÞÉÓÌÏ n∑ i=1 m(△^′_i) , ÇÄÅ △^′_i { ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ,

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É Œ ÓÕÍÍÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ A. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ m(A) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ A ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÅ.

ôÁË ŒŒÅÄÅÎÎÁÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÍÅÒÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ É ÑŒÌÑÎÔÓÑ (ËÏÎÅÞÎÏ) ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ: ÅÓÌÉ E = n⋃ i=1 Ei É Ei ⋂ Ej = ∅ ÐÒÉ i ≠ j, ÔÏ

m(E) = n∑ i=1 m(Ei) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÒÁÚÎÏÓÔØ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚ- ÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙ.

ìÅÍÍÁ 1 (o ÓÞÅÔÎÏÊ ÐÏÌÕÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ å | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É {En }n∈N { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ E ⊂ ⋃ n En . ôÏÇÄÁ m(E) ≤ ∑ n∈N m(En) .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ å ÎÁÊÄÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ⊂ E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ m(F ) ≥ m(E) − "=2 (i)

(ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Œ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {△i}^s_{i=1} , ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ E ŒÐÉÓÁÔØ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ ÄÌÉÎÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ m(△i) − "=2s).

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ En ÎÁÊÄÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Un, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ En É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ

m(En ) ≥ m(Un) − "=2^{n+1} : (ii)

6. ôåïòéñ íåòù é éîôåçòáìá 57

îÏ F { ËÏÍÐÁËÔ. é ÏÎ ÐÏËÒÙÔ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ { ⋃ Un}. œÙÄÅÌÉÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {Un_i }^s_{i=1} , ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÅ F . ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ m(F ) ≤ s∑ i=1 m(Un_i ) (iii).

(ÉÂÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏËÒÙÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ).

œ ÉÔÏÇÅ

m(E)^{(i)}≤ m(F ) + "=2 ≤ s∑ i=1 m(Un_i ) + "=2 ≤ ∑ i m(Ui) + "=2^{(ii)} ≤ ∑ i m(Ei) + "=2 + ∑ i "=2^{i+1} = ∑ i∈N m(Ei) + ": ⊓⊔ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ á ÎÁÚÏŒÅÍ ÞÉÓÌÏ

—^∗(A) = inf_{A∈}⋃_E i ∑ i m(Ei)

ÇÄÅ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ á ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ {Ei }. íÎÏÖÅÓÔŒÏ á ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E, ÞÔÏ —^∗(A△E) < ".

æÕÎËÃÉÀ —^∗, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ — ÉÌÉ mes .

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˚.

îÁÛÁ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÃÅÌØ { ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ (I; ˚) { ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÔÒÏÊËÁ (I; ˚; mes) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ.

ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á) ˚ { ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÚÑ- ÔÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÓÞÅÔÎÙÈ ÓÕÍÍ (ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (I; ˚) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉ- ÍÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ) É ÞÔÏ Â) ÆÕÎËÃÉÑ mes { ff -ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ (Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ (I; ˚; mes) ÑŒÌÑÅÔÍÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ).

íÙ ÓÒÁÚÕ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ Œ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, Á ÐÏËÁ ÎÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ ÞÕÔØ ÐÏÐÒÉŒÙËÎÅÍ Ë ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅ- ÂÅÇÕ. ëÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅ- ÂÅÇÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10. îÁÊÔÉ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ËÁÎÔÏÒÏŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.11. îÁÊÔÉ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ I.

6.4. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÅÒÙ

ðÏÎÑÔÉÅ ÍÅÒÙ ÏÈŒÁÔÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÊ: ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ, ÐÌÏÝÁÄØ ÐÌÏÓ- ËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÂSSÅÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÔÅÌÁ, ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÒÑÄ ÐÏÎÑÔÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

îÁÛÁ ÃÅÌØ ÚÄÅÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÒÕ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÕÓÔØ X {ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÞÅÒÅÚ E(X) (ÏÔ every) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ E(X) (ÏÔ ring) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ A1 ; A2 ∈ R ⇒ A1 ∪ A2 ∈ R; A1 ∩ A2 ∈ R; A1 \ A2 ∈ R: åÓÌÉ X ∈ R, ÔÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ëÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ff-ËÏÌØÃÏÍ (‹-ËÏÌØÃÏÍ), ÅÓÌÉ An ∈ R; n ∈ IN ⇒ ∪An ∈ R (∩An ∈ R:) åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÁÌÇÅÂÒÁ É ff-ËÏÌØÃÏ , ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ E(X) (ÏÔ semiring) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ A; B ∈ S ⇒ ∃{Ci }^N_{i=1} ; Ci ∩ Cj = ∅; i ≠ j : A \ B = ∪^N_{i=1} Ci

æÕÎËÃÉÑ m : S → IR+ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ, ÅÓÌÉ A1 ∩ A2 = ∅ ⇒ m(A1 ∪ A2) = m(A1) + m(A2): íÅÒÁ m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ m(∪An) ≤ ∑ m(An), É ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ Ai ∩ Aj = ∅ ⇒ m(∪An) = ∑ m(An).

îÁÛ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÐÕÎËÔ: ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ O(X) ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ É \ÐÒÅÄÍÅÒÁ" m ÎÁ ÎčÍ. ðÏ ÎÅÍÕ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ ü(X) ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÍÅÒÁ m ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ. äÁÌÅÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ff-ËÏÌØÃÏ ˚, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Ó ÍÅÒÏÊ (X; ˚; —).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(ü(X)) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ (ü(è)). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏ- ÎÑÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∈ R(ü(è)) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ A = ∪^n_{k=1} Ak ; Ai ∩ Aj = ∅; i ≠ j

ðÕÓÔØ A ∈ E(X). œÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÏÊ —^∗(A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ inf ∑ k∈IN m(Ak ), A ∈ ∪Ak ; Ak ∈

S: íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÏŒÅÍ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ∈ R(ü(è)) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ —^∗(A △ B) < ": óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ˚ = ˚(m), ŒÎÅÛÎÀÀ ÍÅÒÕ ÎÁ ˚(m) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕËŒÏÊ —: ôÅÐÅÒØ ÍÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. œÓÑËÁÑ ÍÅÒÁ m ÎÁ ÐÏÌÕËÏÌØÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ ÄÏ ÍÅÒÙ — ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ R(S), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ S (ËÏÌØÃÅ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ S ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÄÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÑ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ∈ S, ÔÏ A =

⋃_N

k=1 Ak ; Ak ∈ R(S); Ai ⋂ Aj = ∅; i ≠ j. úÎÁÞÉÔ, —(A) (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ), ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ

∑_N k=1 m(Ak ).

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ N1⋃ k=1 A^1_k = A = N2⋃ k=1 A^2_k ; A^k_i ⋂ A^k_j = ∅; i ≠ j; k = 1 ∨ 2;

ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ Cij = A^1_i ⋂ A^2_j , ÔÏÇÄÁ A^1_k = ⋃ j Ckj ; A^2_j = ⋃ i Cij . é ÚÎÁÞÉÔ ∑ i —(A^1_i ) = ∑ ij —(Cij ) = ∑ j —(A^2_j ) ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ A =

⋃_N

k=1 Ak ; Ai ⋂ Aj = ∅; i ≠ j; Ak ∈ S .

ðÏÌÏÖÉÍ Ak =

⋃_{Nk}

i=1 Cki; Cki ∈ ˚^′. ôÏÇÄÁ A = ⋃ k;i Cki ; m(A) = ∑ k;i —(Cki) =

∑_N

k=1 —(Ak ) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X, ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ S É m - ÐÏÌÕÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ R(S) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÍÅÒÕ

—^∗(A) = inf ∑ k∈N m(Ak )A ⊂ ⋃ k∈N Ak; Ak ∈ R(S)□

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÍÅÒÙ). ðÕÓÔØ S { ÔÁËÏÅ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R(S) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÎÁ S ÚÁÄÁÎÁ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÍÅÒÁ m. ôÏÇÄÁ (X; ˚(m); —) { ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1. íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ ÕÖÅ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ m ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ R(S). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ A ∈ R(S) —(A) = m(A). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Bk ; k = 1; :::n, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A = ∪^n_{k=1}Bk . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÙ (ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó —)—(A) ≤ ∑_n k=1 m(Bk ) =(ÉÚ-ÚÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ m) = m(A):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ A ∈ R(S) É A ∈ ∪Ak; Ak ∈ R(S), ÔÏ (ÉÚ-ÚÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ m) m(A) ≤ ∑ m(Ak) =(ÎÁ m(Ak ) = —(Ak)) ∑ —(Ak ). é ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÙ, m(A) ≤ —(A) ⇒ m(A) = —(A):

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÅÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ: A ∈ ∪Ak ⇒ —^∗(A) ≤ ∑ k∈IN —(Ak ):

2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ˚(m) { ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ A1 É A2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ˚(m). œ ÓÉÌÕ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÑ A1 ∪ A2 △ B1 ∪ B∈(A1 △ B1 ) ∪ (A2 △ B2 ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ai; i = 1; 2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÉÈ ÏÂSSeÄÉÎÅÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ A1 É A2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ. á X ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R(S) É ÚÎÁÞÉÔ, ˚(m):

6. ôåïòéñ íåòù é éîôåçòáìá 59

3. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ˚(m) { ff-ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ Ak ∈ ˚(m); k ∈ IN É A = ∪Ak: äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÍ ( ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Bk ∈ R(S) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ —(Ak △ Bk ) < "=2^k : ðÏÌÏÖÉÍ B = ∪ Bk : éÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ( ∪k∈IN Ak ) △ ( ∪k∈IN Bk ) ∈ ∪k∈IN(Ak △ Bk) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ —^∗(A △ B) ≤ " (i): ðÏÌÏÖÉÍ B^′_k := Bk \ (∪^{k−1}_{i=1} Bi ÐÒÉ k > 1 É B^′_1 := B1 . ôÏÇÄÁ B^′_k ∈ R(S) É B = ∪k∈INB^′_k : ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑ —(B^′_k ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÉÂÏ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÞÉÓÌÏÍ —(X), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ N, ÓÔÏ ∑_∞ k=N +1 —(B ′ k ); ": ðÏÌÏÖÉÍ B^′ = ∪^N_{k=1}B^′_k : ôÏÇÄÁ B^′ ∈ R(S) É —^∗ (B \ B^′) < " → —^∗(A △ B^′) < 2": éÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ A ÄÏËÁÚÁÎÁ.

4. äÏËÁÖÅÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÍÔØ —:

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ C É D ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ˚(m). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|—(C) − —(D)| ≤ —(C △ D)(i)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ A ∈ B ∪ (A △ B)(ii) É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ — ÐÏÌÕÞÁÅÍ: —(A) ≤ —(B) + —(A △ B), ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ ÐÒÉ —(A) ≥ —(B), ÐÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A1 ∩ A2 = ∅; Ai ∈ ˚(m); i = 1; 2: ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ Bi ∈ R(S); i − 1; 2; ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ —(Ai △ Bi); " (iii): ôÏÇÄÁ ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ (ii) É (A1 ∪ A2) △ (B1 ∪ B2) ∈ A1 △ B1 ∪ A2 △ B2(iv) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

—(A1 ∪ A2)^{(iv)}≥ —(B1 ∪ B2 ) − —((A1 △ B1 ∪ A2 △ B2)^{(ii)}≥ —(B1 ∪ B2) − —(A1 △ B1)−

—(A2 △ B2 ) ≥ (ÌÅÍÍÁ) ≥ —(A1) + —(A2) − 4": áÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

4. óÞÅÔÎÁÑ aÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ —. ðÕÓÔØ A = ∪k∈INAk ; Ai ∩Aj = ∅, Ak ∈ ˚(m): ôÏÇÄÁ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ A ∈ ˚(m) É Œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÙ —(A) ≤ ∑ k∈IN —(Ak ): œ

ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ: —(A) ≥

∑_N k=1 —(Ak ), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÏÇÏ N, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ —(A) ≥ ∑ k∈IN —(Ak ): □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÔÅÏÒÉÀ ÍÅÒÙ ÎÁ ÐÏÌÕËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. åÓÌÉ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÃÙ (ËÁË ÂÕÄÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ IR ÉÌÉ ÎÁ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ IR^n), ÔÏ ŒÅÒÈÎÀÀ ÍÅÒÕ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÛØ ÎÁ ÔÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÞÅÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ ∪Bk , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ∑ —(Bk )∞x: ïÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ, ÞÔÏ É ÐÒÅÖÄÅ. äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ‹- ËÏÌØÃÏÍ É ÉÚØÅÒÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A = ∪k∈INAk ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÒÑÄ ∑ k∈IN —(Ak ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

6.5. ðÒÉÍÅÒÙ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ

íÙ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÒÏÄÅ- ÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

1. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. œ Ð.2 ÒÅÞØ ÛÌÁ Ï ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. ôÁÍ ÂÙÌÏ ŒÙÄÅÌÅÎÏ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ŒŒÅÄÅÎÁ ÍÅÒÁ ÎÁ ÎÅÍ É ÄÏËÁÚÁÎÁ ÅÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÍÅÒÙ , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ (I; ˚; mes) É ÚÁÔÅÍ (IR; ˚; mes) ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ É ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÌÅÂÅÇÏŒÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ ÎÉÈ.

2. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ Œ IR^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ). îÁÚÏŒÅÍ ÉÈ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ IR^n. ïÂÒÁÚÕÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ É ÚÁÄÁÄÉÍ ÍÅÒÕ ÎÁ ÎÅÍ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÍÅÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ m(˝^n_{i=1}´i) = ˝^n_{i=1} m(´i). ðÒÏÄÏÌÖÉŒ ÍÅÒÕ Ó ÐÏÌÕËÏÌØÃÁ ÎÁ ˚ (ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ), ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ I^n, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁ IR^n.

3. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ{óÔÉÌØÔØÅÓÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. ðÕÓÔØ F { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏÌÏÖÉŒ

m(a; b] = F (b) − F (a + 0); m[a; b] = F (b + 0) − F (a); m(a; b) = F (b + 0) − F (a + 0);

m[a; b) = F (b) − F (a):

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÕ ÍÅÒÕ ÎÁ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ïÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ, ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ ÂÕÄÅÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ —F . ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ{ óÔÉÌØÔØÅÓÁ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ F (x) = x ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ{óÔÉÌØÔØÅÓÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ.

óÒÅÄÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ F ÏÔÍÅÔÉÍ \ÇÁÕÓÓÏŒÓËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ" F (x) = (2ı)^{−1=2}

∫_x −∞ exp(−^2=2)d.

4. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T. òÅÁÌÉÚÕÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ T ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ, ËÁË ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÏÚØÍÅÍ ÄÕÇÉ{ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÙ É ÏÔÒÅÚËÉ ({z | ’1 < argz < ’2 É Ô.Ä.). íÅÒÕ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÚÁÄÁÄÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÕÔÅÍ, ËÁË ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ. äÁÌÅÅ ÏÂÒÁÚÕÅÍ, ËÁË É ÏÂÙÞÎÏ, ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÍÅÒÕ ÄÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ. ðÏÌÕÞÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ T.

5. íÅÒÁ œÉÎÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C(I; `0) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙx ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ I = [0; 1] , ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÎÕÌÅ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

C(fi1 ; · · · ; fin; ´1; · · · ; ´n) := {x(·) ∈ C(I; `0) | x(fik ) ∈ ´k ; 1 ≤ k ≤ n}

ÇÄÅ 0 < fi1 < · · · < fin, Á ´i { ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. üÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ. ðÏÌÏÖÉÍ

m(C(fi1; · · · ; fin; ´1 ; · · · ; ´n) :=

ı^{−(n−1)=2)} ˝^n_{k=1}(fik+1 − fik )^{−1=2} ∫ �1 · · · ∫ �n exp ( − n−1∑ k+1 (tk+1 − tk ) (fik+1 − fik ) dt1 · · · dtn}

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÎÁ ÐÏÌÕËÏÌØÃÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ ÎÁÍÉ ŒÙÛÅ. åÓÌÉ ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÍÅÒÏÊ œÉÎÅÒÁ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÍÅÒÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ ÉÚÕÞÁÔØ ÅÛÅ Œ ÛËÏÌÅ. óËÁÖÅÍ, ËÒÕÇÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ É ÉÍÅÀÔ ÍÅÒÕ ır^2 . ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÃÉÌÉÎÄÒÙ, ÛÁÒÙ, ËÏÎÕÓÙ É Ô.Ð. Œ IR^3. ïÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ { ÜÔÏ ÏÂSSeÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ. ïÎÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙ É ÉÈ ÍÅÒÙ ÒÁŒÎÙ ÓÕÍÍÅ ÄÌÉÎ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. úÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

é ŒÏÏÂÝÅ, ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ \ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ" ÎÅ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÏ. ïÄÎÁËÏ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÂÁÚÉÒÕÑÓØ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÅ ŒÙÂÏÒÁ.

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T: ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ ÓÁÍÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É \ÓÄŒÉÎÕÔÏÇÏ" ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ(Ô.Å. ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÏÅ ÅÄÉÎÉÃÅ) ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. á ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ.

œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: z ∼ z^′,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÕÌÏÅ n, ÞÔÏ z^′ = ze^{in}. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÔÏÞËÅ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁËÓÉÏÍÅ ŒÙÂÏÒÁ !). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A0, É ÞÅÒÅÚ An ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÉÚ A0 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ e^{in}: ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ An ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ T. ïÔÓÀÄÁ Œ ÓÉÌÕ |sigma-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ, ÍÙ (ÅÓÌÉ ÂÙ A0 ÂÙÌÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÐÒÉÊÔÉ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ 1 = ∑ n∈Z —(An), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÂÏ ÐÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ An ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÍÅÒÕ.

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ðÏÎÑÔÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÏÂSSÅÍÁ{ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ŒÁÖ- ÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ðÅÒŒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ŒÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÅÇÉÐÅÔÓËÉÈ ÐÁ- ÐÉÒÕÓÁÈ. õ åŒËÌÉÄÁ ÄÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ É ÏÂSSÅÍÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. áÒÈÉÍÅÄ ÄÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÉÇÕÒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÏÂSSÅÍÏŒ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÅÌ. ïÎ ŒÙÞÉÓÌÉÌ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÅÇÍÅÎÔÏŒ ÐÁÒÁÂÏÌÙ É ÏÂSSÅÍÙ ÛÁÒÁ, ÃÉÌÉÎ- ÄÒÁ, ËÏÎÕÓÁ É Ô.Ð. åÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÙ Œ ÜÐÏÈÕ œÏÚÒÏÖÄÅÎÉÑ (ëÁŒÁÌØÅÒÉ, ëÅÐÌÅÒ, æÅÒÍÁ). üÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉŒÅÌÉ îØÀÔÏÎÁ É ìÅÊÂÎÉÃÁ Ë ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ- ÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ïÂ ÜŒÏÌÀÃÉÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÇÌÁŒÙ. éÔÏÇÏÍ ÑŒÉÌÏÓØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ ÅÝÅ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÉÚÕ- ÞÉÔØ).