7. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ.

7.1. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

ðÒÉÍÅÒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M { ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ, ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ IR^n. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÏ- ÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ f : U → V ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ ÛÁÒÙ V ⊂ IR^n.

ðÒÉŒÙÞÎÙÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÓ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÒÔÁ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÚÅÍÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. é Œ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÁËÉÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ (Œ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ IR^n, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÐÁÒÁÍÉ (U; f))ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÁÒÔÁÍÉ, Á ÉÈ ÎÁÂÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÔÌÁÓÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. îÁÓ (Ô. Ë. ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÁÎÁÌÉÚÏÍ) ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ \ÇÌÁÄËÉÅ" ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ~f^{−1} ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ U ∩ ~U ËÁÒÔ (U; f) É ( ~U; ~f) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Œ IR^n. îÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ.

îÏ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G = {g} (g : M → M & ∀ x; x^′ ∈ M ∃g ∈ G : gx = x^′). (ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ, ÎÏ ËÏÓÎÕÔØÓÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ.)

îÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁ- ÌÉÚÁ, Ô. Å. ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ŒÓÅ ÏÎÉ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÝÉÈ ÎÁ ÎÉÈ ÇÒÕÐÐ).

ðÒÉÍÅÒ 7.1. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ: ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ T, ÐÒÑÍÁÑ IR | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÅÚ ËÒÁÑ É ÏÔÒÅÚÏË [a; b] | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ.

ðÒÑÍÁÑ IR ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ïÎÁ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÎÁÛÅÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ, ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂ ÜÔÏÍ ÚÄÅÓØ ÅÝÅ ÒÁÚ ÎÁÐÏÍÉÎÁÔØ. óËÁÖÅÍ ÌÉÛØ ÅÝč ÒÁÚ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÍÎÏ- ÇÏÌÉËÁ, É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÊ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) É ÅÝč ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ (\ÐÒÑÍÕÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ") ŒÓËÏÒÅ ÍÙ ËÒÁÔËÏ ÏÐÉÛÅÍ.

ïËÒÕÖÎÏÓÔØ T ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÌÉËÏŒ. óÁÍÙÊ ÏÂÙÞÎÙÊ { ÔÁ- ËÏŒ: T := {x = (x_1; x_2) ∈ IR^2 | x^2_1 + x^2 = 1} ÉÌÉ ÅÝÅ {z ∈ C | z = Å^{it}; t ∈ IR}. óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ËÁË ÐÒÑÍÁÑ.

ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ÅÝÅ ËÁË ÆÁËÔÏÒ IR=ZZ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t → e^{2ßit} ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ IR=ZZ É T = {z | |z| = 1}), É ÒÅÁÌÉÚÏŒÙŒÁÔØ ËÁË ÏÔÒÅÚÏË (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [−ı; ı]) Ó ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌčÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ.

ïÂÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ | T É IR | ÉÍÅÀÔ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. íÅÔÒÉËÁ ÎÁ IR ÐÒÉ ÏÂÙÞÎÏÊ, \ÞÉÓÌÏŒÏÊ" ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ d(x; y) = |x − y|, ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ T { ÆÏÒÍÕÌÏÊ d(e^{i’1} ; e^{i’2} ) = |’_1 − ’_2| (ı < ’ ≤ ı).

îÁ IR ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÓÄŒÉÇÏŒ : G = {g_a}; g_ax = x + a, ÎÁ T { ÇÒÕÐÐÁ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ { SO(2) = {g_ff}, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÅ e^{i’} ÔÏÞËÕ e^{i(’+ff)}. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, ÔÏ ÓÄŒÉÇ ÏÐÉÛÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: g_ff(x_1; x_2) = (x^′_1; x^′_2)

x^′_1 = x_1 cos ¸ + x_2 sin ¸; x^′_2 = −x_1 sin ¸ + x_2 cos ¸:

ïÐÉÓÁÎÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ É ÐÒÑÍÁÑ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÉÍÅÒÙ ÇÒÕÐÐ (ÐÒÉ- ÞÅÍ ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ ÎÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ; ÔÁËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ, ÏÂ ÜÔÏÍ ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ).

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, É ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ É ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÍÉ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÍÅÒÁ (ìÅÂÅÇÁ), ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉ- ÇÏŒ. ôÁËÁÑ ÍÅÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. åÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÅÒÏÊ èÁÁÒÁ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÐÉÛÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÒÑÍÏÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ, ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ. ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÒÑÔØ ÏÓÔÒÙÍ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÓÀ ÔÕ ÖÅ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ. ðÏÄÏÂÎÏÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉŒÅÄÅÔ ÎÁÓ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

é ÎÅÞÔÏ ÐÏÈÏÖÅÅ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ É Ó ÐÒÑÍÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÌÕÞÉ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÕÇÏÌ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ÏÓØÀ Ox1 ÂÏÌØÛÅ ß=4 É ÍÅÎØÛÅ 3ß=4. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÌÕÞÅÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ \ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ":

x^′_1 = x1chff + x2shff; x^′_2 = x1shff + x2chff;

ÇÄÅ (x1; x2) ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ E^2, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ŒÎÕÔÒÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ.

œŒÅÄÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ðÕÓÔØ l É l^′ { ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ÐÒÉÞÅÍ l ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x; 1), Á l^′ { ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x^′; 1). éÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ d(l; l^′) = log^{x(1−x′ )}_{x′ (1−x)} . ðÏ- ÄÏÂÎÏÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ n{ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. üÔÏ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ IR. œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÏÞËÅ x ÐÒÑÍÏÊ ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ (x; √ x^2 + 1).

ðÒÉÍÅÒ 7.2. íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ : IR^n; T^n; S^n; IRP^n; ~^n:

úÄÅÓØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ n{ÍÅÒÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ T É IR É ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÞØÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ ŒÙÛÅ. IR^n { ÜÔÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÒÑÍÏÊ:

IR^n = {x = (x_1; · · ·; x_n) | x_i ∈ IR}; d(x; x^′) = max_{1≤i≤n}d(x_i; x^′_i);

ÇÒÕÐÐÁ { ÓÄŒÉÇÉ g_ax = x + a (a = (a_1; · · ·; a_n)); G = IR^n: T^n { ÜÔÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ:

T^n = {z = (z_1; · · ·; z_n) | z_i = e^{i’}};

ÇÒÕÐÐÁ { ÐÏŒÏÒÏÔÙ g_ffz = (e^{i(’1+ff1)}; · · ·; e^{i(’n+ffn)}); ¸ ∈ IR; G = T^n:

S^n { ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ n + 1{ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ:

S^n = {x = (x_1; · · ·; x_{n+1}) | n+1∑ i=1 x^2_i = 1} ; d(x; x^′) = arccos⟨x; x^′⟩;

⟨x; x^′⟩ =

∑_{n+1}

k=1 x_k x^′_k; ÇÒÕÐÐÁ G = O(n + 1) (ÇÒÕÐÐÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ), ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÐÒÉÍÅÒ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÒÁÚÍÅÒÏŒ (n + 1) × (n + 1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ A^T A = AA^T = Id; ÎÏ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S^2 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ).)

á ŒÏÔ ÅÝč ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ: IRP^n { ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ n{ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ Œ n + 1{ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÇÄÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ, Á ÇÒÕÐÐÁ G = O(n + 1). îÁËÏÎÅÃ, �^n { ÜÔÏ n{ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, { ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÌÕÞÅÊ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ËÏÎÕÓÅ x^2_{n+1} ¿

∑_n i=1 x^2_i c ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ É ÇÒÕÐÐÏÊ G, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ SL(n; IR^{n+1} ) , ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÕÓ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ.

ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÇÒÕÐÐ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ (ÐÏÍÉÍÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏ- ŒÏÒÉÌÏÓØ), ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ U(n) É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Sp(2n), ÇÒÕÐÐÁ GL(n; IR) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. îÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÈ ÉÚÕÞÁÔØ Õ ÎÁÓ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.

îÁ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (É ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ. á ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÓÅÊ- ÞÁÓ (ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÜŒÒÉÓÔÉÞÅÓËÉ, ÂÅÚ ÏÓÏÂÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ) ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ.

7.2. TÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ŒŒÅÄÅÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ⟨·; ·⟩ : X × X → IR_+, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: (x; y) → ⟨x; y⟩ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ⟨x; x⟩ ≥ 0, ÐÒÉÞčÍ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = 0. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ: ‖x‖ = √ ⟨x; x⟩. ðÏÌÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 7.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^n = {x = (x_1; : : :; x_n) | x_i ∈ IR} ÓÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ⟨x; y⟩ =

∑_n i=1 x_iy_i É ÅÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ l_2 = {x = (x_1; : : :; x_n : : :) | x_i ∈ IR; ∑ i∈IN x 2 i < ∞} ÓÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ⟨x; y⟩ = ∑ i∈IN xiyi ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

œÁÖÎÅÊÛÉÍÉ ÄÌÑ ÎÁÓ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ L_2 ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÏÔÒÅÚËÅ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏÒÅ, ÓÆÅÒÅ, ÓÆÅÒÁÈ S^n, ÔÏÒÁÈ T^n, ÐÒÑÍÏÊ IR, IR^n).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ.

ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (ÉÌÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ), ÅÓÌÉ ⟨Ax; y⟩ = ⟨x; Ay⟩ ∀x; y ∈ X.

ðÒÉÍÅÒ 7.4. œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ E^n ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (a_{ij} )_{1≤i;j≤n}, Õ ËÏÔÏÒÏÊ a_{ij} = a_{ji}; Œ ÐÒÏÓÔÅÊ- ÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ E^2 | ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ (Œ ÂÁÚÉÓÅ (1; 0) É (0; 1)) ÍÁÔÒÉÃÅÊ (a_{ij} )_{1≤i;j≤2}, Õ ËÏÔÏÒÏÊ a_{12} = a_{21}.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : X → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÐÒÅÄËÏÍÐÁËÔÎÏÅ (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ). œÅËÔÏÒ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÅÓÌÉ Ax = –x (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ – ∈ IR, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ).

ðÒÉÍÅÒ 7.5. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ. ïÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ (ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÞÕÔØ ÄÁÌØÛÅ), ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ). ðÕÓÔØ X | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É A : X → X | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ Œ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. òÁÚÂÅÒčÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

éÔÁË, ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ (a_{ij} )_{1≤i;j≤2}, Õ ËÏÔÏÒÏÊ a_{12} = a_{21}. äÌÑ ÎÁÈÏ- ÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:

⟨Ax; x⟩ → max; ⟨x; x⟩ = 1 ⇔ a_{11}x^2_1 + 2a_{12}x_1x_2 + a^2_2 → max; x^2_1 + x^2 = 1:

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚ-ÚÁ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ f_1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÉÓÌÏ –_1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ L(x; −1; –_1) = −⟨Ax; x⟩ + –⟨x; x⟩^8 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ L_x(f_1; −1; –_1) = 0 ⇔ Af_1 = –_1f_1:

ðÕÓÔØ f_2 | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ f_1. ôÏÇÄÁ 0 = –⟨f_1; f_2⟩ = ⟨Af_1; f_2⟩ = ⟨f_1; Af_2⟩. ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ Af_2 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ f_1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ f_2, Ô. Å. Af_2 = –_2f_2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÚÁ- ÄÁÞÉ ⟨Ax; x⟩ → max; ⟨x; x⟩ = 1; x ∈ E^n

É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ f_1 É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_1. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁÄÁÞÕ

⟨Ax; x⟩ → max; ⟨x; x⟩ = 1; ⟨x; f_1⟩ = 0:

8ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÒÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌčÍ, É ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÌÉ ÅÇÏ ÒÁŒÎÙÍ −1

òÅÛÅÎÉÅ Åč ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f_2. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ Af_2 = –_2f_2 +—f_1. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ f_1 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ — = 0, Ô. Å. f_2 | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ðÏ- ŒÔÏÒÉŒ ÜÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ŒÓč ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ. òÅÛÅÎÉÑ ÚÁ- ÄÁÞ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÐÒÁŒÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁ- ÇÒÁÎÖÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÜÔÉÍ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ. ⊓⊔ ⊓⊔ 7.3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕÐÐÁÈ ZZ_n É ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (X; G), ÇÄÅ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á G | ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ X ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 7.6. ðÕÓÔØ X = {1; e^{2ßi}3 ; e^{4ßi}3 }. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ G = ZZ_3, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ, ËÁË ÇÒÕÐÐÕ ÓÄŒÉÇÏŒ X. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÁÒÕ (X; G) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ZZ_3; ZZ_3).

ðÒÉÍÅÒ 7.7. ðÕÓÔØ X = {e^{2kßi2n+1 }2nk=0} }. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ 2n + 1-ÕÇÏÌØÎÉË. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ G = ZZ_{2n+1}, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ, ËÁË ÇÒÕÐÐÕ ÓÄŒÉÇÏŒ X, É Œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ZZ_{2n+1}; ZZ_{2n+1}).

ïÐÉÛÅÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_2(ZZ_3) | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË E^3. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´x = (T − 2Id − T^{−1})x, ÇÄÅ T | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ x = (x_1; x_2; x_3) Œ ŒÅËÔÏÒ T x = (x_3; x_1; x_2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´ Œ E^3.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_2(ZZ_{2n+1}) | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË E^{2n+1}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´x = (T − 2Id − T^{−1})x, ÇÄÅ T | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ x = (x_1; : : :; x_{2n+1}) Œ ŒÅËÔÏÒ T x = (x_{2n+1}; x_1; : : :; x_{2n}).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´ Œ E^{2n+1}.

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁŒÅ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ T = [−ı; ı]; −ı ∼ ı, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ÓÄŒÉÇÏŒ. üÔÏ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÉÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_2(T). óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

⟨x(·); y(·)⟩ := 1 2ı ∫ T x(t)—y(·)dt

Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ É ⟨x(·); y(·)⟩ := 1 ı ∫ T x(t)y(t)dt

Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ.

(ôÁËÏÅ ÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_2 ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÎÁ ÛÉ- ÒÏËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ). òÁÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ :=^{d2}_{dt2} Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÁÅŒÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ: x(−ı) = x(ı); _x(−ı) = _x(ı): üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ (ÉÚ ÓŒÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_2), ÏÄÎÁËÏ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ { ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ { ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ É ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØ- ÂÅÒÔÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ L_2(T), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÓÁ- ÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏ- ÄÑÔÓÑ. œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ { ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ {e^{ik·}}_{k∈Z}, Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ { {cos k·; sin k·}_{k∈Z+} . üÔÏ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x(·) ÉÚ L_2(T) ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ. œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ { Œ ÒÑÄ x(·) = ∑ k∈Z x_ke^{ik·}; x_k = (x(·); e^{ik·});

Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ { Œ ÒÑÄ

x(·) = ∑ k∈Z_+

(a_k cos k · +b_k sin k·);

a_k = (x(·); cosk·); b_k = (x(·); sin k·):

ïËÒÕÖÎÏÓÔØ T ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ, ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÓÄŒÉÇÏŒ g_ø : T → T; g_ø t = t + fi. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÓÄŒÉÇÏŒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_2(T) Œ ÓÅÂÑ: T_ø x(·) = x(· + fi). ïÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ {T_ø }_{ø ∈IR} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

T_0 = Id; T_ø T^′_ø = T_{ø +ø} ′ :

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ fi → T_ø { ÅÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ T. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÛÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_2(T) ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ. (œ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÓÞÅÔ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ {sin k·; cos k·}_{k∈IN}:) üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÂÝÅÎ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÎÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë ŒÏÓ- ÐÒÉÑÔÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÂÝÅÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ. ðÕÓÔØ G { ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, H { ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, M = G=H { ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÇÒÕÐÐÙ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ D(M) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÄ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M ÐÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ D. ôÁËÕÀ ËÏÎÃÅÐÃÉÀ Œ ÍÏÉ

ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÇÏÄÙ Ñ ŒÏÓÐÒÉÎÑÌ ÏÔ æÅÌÉËÓÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÉÞÁ âÅ- ÒÅÚÉÎÁ (1930 { 1980), ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÞÅÎÏÇÏ É ÞÅÌÏŒÅËÁ, ÔÒÁ- ÇÉÞÅÓËÉ ÐÏÇÉÂÛÅÇÏ Œ ÒÁÓÃŒÅÔÅ ÓŒÏÅÇÏ ÔÁÌÁÎÔÁ. éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ âÅÒÅÚÉÎÁ ÂÙÌÉ ŒÄÏÈÎÏŒÌÅÎÙ é. í. çÅÌØÆÁÎÄÏÍ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ { ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ T^1 É S^1. é ÜÔÏ ÎÅÓÐÒÏÓÔÁ:Õ ÎÅÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÏÂÌÉÞØÑ: Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÎÁ { ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ SO(2), Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÎÁ { ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ T^1 = S^1 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄŒÏÑËÏ: ËÁË ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ (ÎÏ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÎÅ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ) É ËÁË ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ÂÙÌ ÎÁÍÅÞÅÎ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ). óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÍÅÌÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ŒÐÅÒÅÄ ÂÅÚ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ.

éÔÁË:

1. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1 { ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅ- ÍÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ: x^2_1 + x^2 = 1:

1^′. äŒÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S^2 {ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ: x^2_1 + x^2 + x^2_3 = 1:

2. œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: x_1 = cos ’; x_2 = sin ’; 0 ≤ ’ < 2ı:

2^′. œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑÍÉ:

x_1 = sin „ cos ’; x_2 = sin „ sin ’; x_3 = cos „; 0 ≤ ’ < 2ı; 0 ≤ „ ≤ ı:

3. îÁ S^1 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ SO(2) { ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

3^′. îÁ S^2 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ SO(3) ŒÓÅÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÅÄÉÎÉÃÁ.

4. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ. üÔÏ { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ = −^{d2}_{d’2} :

4^′. îÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ. üÔÏ { ÏÐÅÒÁÔÏÒ âÅÌØÔÒÁÍÉ{ìÁÐÌÁÓÁ

´ = − 1 sin „ @ @„ (sin „ @ @„ ) + 1 sin^2 „

@^2 @^2’ : (áÌÇÅÂÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ ´:)

îÁÊÄÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ.

5. œ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ −-z = –z Ó ËÒÁÅŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ z(0) = z(2ı); _z(0) = _z(2ı),

òÅÛÁÑ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: – = n^2; n ∈ ZZ_+ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÌÅŒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ,

Á ÉÍÅÎÎÏ { ËÏÎÓÔÁÎÔ, Á n{ÔÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ sin n·; cos n·: üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ L^2(S^1):

5^′. îÁ ÓÆÅÒÅ ÒÅÛÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ´z = –z ÍÅÔÏÄÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ. ðÏÌÏÖÉŒ z(„; ’) = (’)”(„) É ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ: − ′′(’) (’) = sin „(sin „”^′)^′ ” + – sin^2 „;

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏ ’ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏ „: éÚ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÕÔØ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ, Á ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏ ’ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÒÁŒÎÁ n^2. ôÏÇÄÁ ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t = cos „; X(t) = ”(„); ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ: d dt ((1 − t^2) dX dt ) + (– − n^2 1 − t^2

)X = 0; −1 < t < 1:

òÅÛÁÑ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ – = n(n+1); n ∈ ZZ_+ n{ÔÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ 2n + 1{ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ sin k’P^{(k)}n (cos „); cos k’P^{(k)}n (cos „); k = 0; · · ·; n; ÇÄÅ P^{(k)}_n (·) { ÐÒÉ k = 0 { ÐÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ, Á ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ k { ÔÁË ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍÙÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ. (ïÂ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÂÕ- ÄÅÔ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, Á ÐÏËÁ ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ ŒŒÉÄÕ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ L_2(S^2).) üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ.

é ÎÁËÏÎÅÃ, { ÁÐÏÆÅÏÚ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÔÏÍ ÕÒÏŒÎÅ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ, { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ \ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ" ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÒÑÄ ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ âÅÌØÔÒÁÍÉ{ìÁÐÌÁÓÁ.

6. œ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ:

x(t) = ∑ r∈ZZ_+

(a_k cos kt + b_k sin kt); a_k =< x(·); cos · >; b_k =< x(·); sin · > :

6’. îÁ ÓÆÅÒÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

x(„; ’) = ∑ n∈ZZ_+ n∑ k=0 (A_{nk} cos k’ + B_{nk} sin k’)P^{(k)}_n (cos „);

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ x(·; ·) Ó ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÕÎËÔ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍ.

7.4. ðÏÌÉÎÏÍÙ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ.

îÁÊÄÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÕËÌÏÎÅÎÉÑ Œ ÍÅÔÒÉËÅ L_2([−1; 1]): éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ

f(x) :=

∫_1 −1 (t^n + n∑ k=1 x_kt^{k−1})^2dt → inf :

éÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ^x ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ x_n(t) := t^n +

∑_n

k=1 ^x_kt^{k−1}: ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ f^′(^x) = 0: óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫_1 −1 x_n(t)t^j dt = 0; 0 ≤ j ≤ n − 1: (i)

ðÏÌÏÖÉÍ (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ):

X_n(t) = 1 (n − 1)!

∫_1 −1 (t − fi)^{n−1}x_n(fi)dfi ⇔ X^{(n)}_n (·) = x_n(·);

X^{(j)}n (−1) = 0; 0 ≤ j ≤ n − 1: ðÒÉ ÜÔÏÍ X_n(·) { ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2n É ÉÚ (i) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ X^{(j)}n (1) = 0; 0 ≤ j ≤ n − 1: éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, X_n(·) {ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔÓÑ n{ËÒÁÔÎÙÊ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ −1 É n{ËÒÁÔÎÙÊ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ 1, Ô. Å. X_n(t) = c_n(t^2 − 1)^n. œÙÞÉÓÌÉŒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÉÎÏÍÁ X^{(n)}_n (·) = x_n(·) É ÐÒÉÒÁŒÎÑŒ ÅÇÏ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÎÁÈÏÄÉÍ c_n. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x_n(t) = n! (2n)! ( d dt )_n (t^2 − 1)^n: (ii)

ðÏÌÉÎÏÍ^{(2n)!}_{2n(n!)2} x_n(t) =^1_{2nn!}

(_d dt )_n

(t^2 − 1)^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ìÅÖÁÎ- ÄÒÁ. îÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ òÏÄÒÉÇÁ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ P_n(1) = 1:œÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ:

P_0(t) = 1; P_1(t) = t; P_2(t) = (3t^2 − 1)=2; ·

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ X_n(·) ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ∫_1 −1 P_n(t)P_m(t)dt = 0; n ≠ m: (iii)

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ òÏÄÒÉÇÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

‚^2_n :=

∫_1 −1 X^2_n(t)dt^{Id}=

∫_1 −1 X_n(t)(t^n + n∑ k=1 ^x_kt^{k−1})dt^{(iii)}= n! (2n)!

∫_1 −1 ( (^d_{dt} )^n(t^2−1)^n ) t^ndt = (ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ)^{(n!)2}_{((2n)!)2} |

∫_1 −1(t^2−1)^ndt|:

œÙÞÉÓÌÉŒ ÔÁÂÌÉÞÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÐÏÌÕÞÉÍ: ‚_n =^{2n(n!)2}√_{n+1=2(2n)!} : ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ, ÞÔÏ { √ n + 1=2P_n(·)}_{n∈ZZ+} { ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ L_2([−1; 1]).

œŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÐÌÏÔÎÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C([−1; 1]) (ÔÅÏÅÍÁ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ), Á ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÌÏÔÎÏ Œ L_2([−1; 1]), ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ l_2([−1; 1]): òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x(·) ÐÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

x(t) = ∑ k∈ZZ_+

x_kP_k (t); x_k =

2k + 1 2 ∫_1 −1 x(t)P_k(t)dt:

ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁŒ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n , ÒÁŒÎÙÊ ( (t^2 − 1)X^′_n(t) )_′ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ŒÓÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, Ô. Å. ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌÅÎ X_n(·), Á ÚÎÁÞÉÔ, É P_n(·): ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÐÒÉ- ÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ: ( (t^2 − 1)P^′_n(t) )_′ + n(n + 1)P_n(t) = 0: (iv)

ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÍÅÓÔÏÍ Œ ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÂÙÌ ÆÁËÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ âÅÌØÔÒÁÍÉ{ ìÁÐÌÁÓÁ. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÎÁ "ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ" ÕÒÏŒÎÅ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ. îÁÍ ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ´G = ffi −^1_{2ß} ; ÇÄÅ ffi(·) { "ÄÅÌØÔÁ{ÆÕÎËÃÉÑ". äÅÌØÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÌÁ ŒŒÅÄÅÎÁ ŒÅÌÉËÉÍ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÍ ÆÉÚÉËÏÍ äÉÒÁËÏÍ, É "ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ" ÉÍ , ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. (á ŒÐÅÒŒÙÅ ÔÁËÉÅ ŒÏÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó ffi{ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÒÏÄÅÌÙŒÁÌ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÆÉÚÉË É ÉÎÖÅÎÅÒ èÅŒÉÓÁÊÄ { Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ŒÅËÁ) üÔÏÍÕ ŒÏÌØÎÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ÍÙ ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ ÐÒÉÄÁÄÉÍ ÓÍÙÓÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔ ÎÁÛÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÝÅÐÅÔÉÌØÎÏÓÔØ, ÎÏ ÐÏËÁ ÏÂÏÊÄÅÍÓÑ ÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. ôÁË ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÍÙ ŒÙÎÕÖÄÅÎÙ ÂÙÌÉ ÉÚ ffi{ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÞÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. æÕÎËÃÉÀ G, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÉÝÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÅÊ çÒÉÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ äÉÒÁËÁ \ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ" ŒÙÔÅËÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ

(x(·); ffi(·)) = x(0);

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ffi{ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ:

(e^{ik·}; ffi(·)) = 1=2ß ⇒ ffi(t) = ∑ k∈Z e^{ikt}: (1)

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÑÄ (1), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ:

G(t) = − ∑ k∈Z\{0} e^{ikt} k^2 = 1 2ß − 1 ß ∑ k∈IN

cos kt k^2 :

á ÔÅÐÅÒØ ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ffi(·) − 1. ðÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ G^′ (t) = 1 ß ∑ k∈IN

sin kt k =

= −^{(t+ß)}_{2ß} ÅÓÌÉ −ß ≤ t ¡ 0; 0 ÅÓÌÉ t=0; −^{(t−ß)}_{2ß} ÅÓÌÉ 0 ¡ t ≤ ß, : (îÁÄÏ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ffi{ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÓËÁÞÏË). ðÒÉ ŒÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ:

G(t) = |t| 2 − t^2 4ß + 1 2ß − ß^2 6 ; òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÄÌÑ G cÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÐÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÄÌÑ G^′ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÉÚÎÁËÁ äÉÒÉÈÌÅ. ôÏ, ÞÔÏ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ Ë ÔÅÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÐÉÓÁÎÙ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ (ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÏÄÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ı(2) = ∑ k∈IN 1=k

2 = ß^2 =6 = 1=2ß −G(0), Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ , Ô. Å. ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÉ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÍÏÇ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ìÅÊÂÎÉÃ. üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÌ üÊÌÅÒ. (éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÄÁÌØÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÑŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÚÅÔÁ{ÆÕÎËÃÉÉ òÉÍÁÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ).