ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ, ŒÅÓÎÁ 2004, ÌÉÓÔÏË 2

1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ z ∈ C . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

f(z) = 1 2ß ∫_{2ß} 0 f(z + re^{i`}) d`

(ĂÚÎÁÞÅÎÉÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÃÅÎÔÒÅ ËÒÕÇÁ ÒÁŒÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÅÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉĄ).

ðÕÓÔØ D ⊂ C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó (ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ, ÓËÁÖÅÍ) ÇÒÁÎÉÃÅÊ fl É f : fl → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÔÉÐÁ ëÏÛÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ F : C \ fl → C , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

F (z) = 1 2ßi ∫ fl f(ı) dı ı − z : îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ. 2. [úÁÄÁÞÁ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÉÚ ÌÉÓÔËÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÁ.]

3. ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | |z| ⩽ 1}, fl = @D, f(z) = z^n, ÇÄÅ n ∈ Z. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ F (·).

4. æÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u (ËÌÁÓÓÁ C^2) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

@^2u @x^2 + @^2u @y^2

= 0:

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÓÌÏŒÏ ĂÌÏËÁÌØÎÏĄ. 5. ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | r ⩽ |z| ⩽ R}. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÎÁ D É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ Œ int D, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÏÌØÃÁ D É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ. 6. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 1.

7. ðÕÓÔØ u | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉÇÄÅ Œ U Õ ÎÅÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.

8. ðÕÓÔØ D ⊂ C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó (ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ, ÓËÁÖÅÍ) ÇÒÁ- ÎÉÃÅÊ fl É f : fl → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ f ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ D É ÇÁÒÍÏÎÉ- ÞÅÓËÏÊ Œ int D.

9*. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Œ ÚÁÄÁÞÅ 8, ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. (åÓÌÉ ÔÒÕÄÎÏ, ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ D | ËÒÕÇ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÄÁÖÅ ÑŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÎÅÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ.) 10*. ðÕÓÔØ D ⊂ C | ËÒÕÇ É f : @D → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÁÓØ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ D É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ int D. (åÓÌÉ ÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÎÁÊÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ.)