ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ, ŒÅÓÎÁ 2004, ÌÉÓÔÏË 4

1. ðÕÓÔØ f | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^{−1} : f(U ) → U ÔÏÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ.

2. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÄÉÓËÅ D = {z ∈ C | |z| ⩽ 1} É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÅÇÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |f(0)| ⩽ 1 2ß ∫_{2ß} 0 |f(e^{i`})| d`:

3. ðÕÓÔØ f | ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ. ðÏÌÏÖÉÍ M (r) = max_{|z|=r} |f(z)|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{r→+∞} M (r) = +∞.

4. ðÕÓÔØ f | ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ) lim r→+∞ ln M (r) ln r

= +∞:

5. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ËÏÌØÃÅ {z | a ¡ |z| ¡ b}, É ÐÕÓÔØ M (r) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ r → M (r) ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

6*. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ln r Œ ln M (r), ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ.

7. ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | |z| ⩽ 1}, É ÐÕÓÔØ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : D → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ D, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ int D, É |f(z)| = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ @D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ Œ int D.

8*. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f, g É h ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ É ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÏÔËÒÙ- ÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

z → |f(z)| + |g(z)| + |h(z)|

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Œ U ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ´ = {z | |z| ¡ 1} É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: |f(z)| ¡ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´, f(0) = 1=2, f(1=2) = 7=8.

10*. ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | |z| ⩽ 1}, É ÐÕÓÔØ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : D → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ D É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ int D. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÁÈ a_1; : : : ; a_n ∈ int D (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |f(0)| ⩽ max_{z∈D} |f(z)| · n∏ j=1 |a_j|:

11. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ËÒÕÇÅ ´ = {z | |z| ¡ 1}. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ ÎÕÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ŒÉÄÁ n=(n + 1), ÇÄÅ n | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ?

12*. á ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ n=(n + 1) ÎÁ n^2=(n^2 + 1)? á ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂ ÎÕÌÉ ÂÙÌÉ ÔÏÌØËÏ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ?