ìÅËÃÉÑ 1

1. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ

1. . îÁ 11-Ê ÌÅËÃÉÉ Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

1. ðÕÓÔØ H_j { ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (j = 1; 2; 3), É ÐÕÓÔØ A_1 : H_1 → H_2 É A_2 : H_2 → H_3 { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ôÏÇÄÁ A_2A_1 : H_1 → H_3 { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É

κ(A_2A_1) = κ(A_2) + κ(A_1): (1)

ôÁËÁÑ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÎÏ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ A_1 É A_2 ÉÍÅÀÔ (ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÙ B_1 É B_2 (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 10 Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ B_1B_2 { ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÄÌÑ A_2A_1 (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A_2A_1 { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (1). éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÅÇÏ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÔÒÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.

îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ Ker A_1 = {0}. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË Ker A_2A_1 ⊃ Ker A_1, ÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ H_1 ÎÁ H_1 ⊖ Ker A_1, ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÕÍÅÎØÛÁÔÓÑ ÎÁ dim Ker A_1. éÔÁË, ÐÕÓÔØ Õ A_1 ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÑÄÒÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ H_1 ÎÁ (ÚÁÍËÎÕÔÏÅ) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Im A_1 Œ H_2.

òÁÚÌÏÖÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_2 Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

H_2 = L ∔ L_1 ∔ L_2 ∔ L_3; (2)

ÇÄÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_j ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ. üÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

L_1 = Ker A_2 ∩ Im A_1; L = Im A_1 ⊖ L_1; L_2 = Ker A_2 ⊖ L_1;

L_3 = (Im A_1 ∔ L_2)^⊥:

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ L ∔ L_1 ÐÒÑÍÁÑ (ÄÁÖÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÁÑ) É ÞÔÏ ÜÔÏ Im A_1. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ L_1 É L_2 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ L_2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ Im A_1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ Im A_1 ∔ L_2 ÔÏÖÅ ÐÒÑÍÁÑ. ðÒÉ- ÂÁŒÌÑÑ Ë ÎÅÊ ÅÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ L_3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (2). ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L_j ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÅÒ É ËÏÑÄÅÒ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A_1 É A_2.

ôÅÐÅÒØ H_1 É H_2 ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

H_1 = A^{−1}_1 L ∔ A^{−1}_1 L_1; (3)

H_3 = A_2L ∔ A_2L_3 ∔ (Im A_2)^⊥: (4) 1 ðÏÑÓÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (3): Œ L_2 É L_3 ÎÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ Im A_1, Á ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L É L_1 ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_1 ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÎÁ ÜÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÁÌÅÅ, ÐÏÑÓÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (4): ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_2 ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ L_1 É L_2 É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L É L_3 ÎÁ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ \ÏÔÝÅÐÉÔØ" ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

A^{−1}L → L → A_2L;

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÕÖÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A_1 É A_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ A^{−1}L É L. üÔÉ ÓÕÖÅÎÉÑ É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ. ïÓÔÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

E_1 = A^{−1}_1 L_1;

E_2 = L_1 ∔ L_2 ∔ L_3;

E_3 = A_2L_3 ∔ (Im A_2)^⊥:

úÄÅÓØ ÓÕÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ E_1 ÎÁ L_1, Á cÕ- ÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_2 ÎÁ E_2 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ L_3 ÎÁ E_3 É ÁÎÎÕ- ÌÉÒÕÅÔ L_1 É L_2. íÙ ÓŒÅÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÔÒÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ h_1 É h_2 { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ¸ : h_1 → h_2 { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ

κ(¸) = dim h_1 − dim h_2: (5)

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÑÄÒÕ É ÏÂÒÁÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ¸ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÙÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) É ÓÞÉÔÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_j ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ, ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (1). □

2. . ðÒÏÂÌÅÍÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ ÏÂÝÅÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÏÍ Œ 1960 Ç. ôÏÇÄÁ ÐÏÎÑÔÉÑ ðäï ÅÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ, É ÏÎ ÉÍÅÌ Œ ŒÉÄÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÎÁ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ (É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ó ËÒÁÅÍ). úÁÄÁÞÁ ŒÙÚŒÁÌÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Õ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ, ÅÅ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ðäï ÎÁÛÌÉ áÔØÑ É úÉÎÇÅÒ Œ 1962 Ç. éÎÄÅËÓ ÂÙÌ ŒÙÞÉÓÌÅÎ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÞÅÒÅÚ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍ- ŒÏÌ. íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ- ÎÙÅ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ ðäï ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ðÕÓÔØ A { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . üÔÏ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H^m(M ) Œ H^0(M ) (ÉÌÉ ÉÚ H^{m+t}(M ) Œ H^t(M ), ÎÏ ÉÎÄÅËÓ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t: ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 11 Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ). öÅÌÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÄÅËÓ κ(A), ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ m = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï ~_{−m} ÐÏÒÑÄËÁ −m, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ H^0(M ) ÎÁ H^m(M ). éÎÄÅËÓ ÔÁËÏÇÏ ðäï ÒÁ- ŒÅÎ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÕÌÀ, É Œ ÓÉÌÕ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ κ(A) = κ(A~_{−m}):

œÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÎÄÅËÓ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ). ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ðäï ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÒÑÄÏË.

äÁÌÅÅ, ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÇÌÁÄËÕÀ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ { ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_xM , ÐÏÚŒÏÌÑ- ÀÝÅÅ ÉÚÍÅÒÑÔØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ T_xM , ÎÏ É ÎÁ M . óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ T_xM ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ { ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÔÅÎ- ÚÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ 2. œÏÚØÍÅÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÜÔÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ 2. ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ T^∗M . éÔÁË, Œ ô^∗M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÉÎÁ ËÏŒÅËÔÏÒÁ. ëÏŒÅËÔÏÒÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÆÅÒÕ S^∗_xM , Á ŒÓÅ ŒÍÅÓÔÅ ÜÔÉ ÓÆÅÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ S^∗M ÅÄÉ- ÎÉÞÎÙÈ ÓÆÅÒ.

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ðäï ÐÏÒÑÄËÁ 0 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÎÁ S^∗M . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ðäï ~_{−m} ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ff_0(x; ) (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÐÏ- ÒÑÄËÁ −m ÐÏ ), É ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ 1 ÎÁ S^∗M . ðÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÀ ÄŒÕÈ ðäï ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ É ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ðäï ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ S^∗M .

çÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ðäï ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 ÐÏ . ïÎ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ S^∗M , É ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ S^∗M . üÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ (ËÌÁÓÓÁ C^∞) ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ S^∗M , ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ŒÓÀÄÕ ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ðäï ÜÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ŒÓÀÄÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ A_t (0 ≤ t ≤ 1) Œ ËÌÁÓÓÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ðäï ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓËÁÌÑÒÎÙÈ. üÔÏÔ ðäï ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ Œ H^0(M ). îÁ ÌÅËÃÉÉ 11 Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A ÐÏ ÎÏÒÍÅ, (ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ É) ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÉÎÄÅËÓ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÊÞÁÓ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÌÅÍÍÙ:

1. åÓÌÉ B { ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÄÌÑ A É ‖´A‖ < ‖B‖^{−1}, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A + ´A ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ É κ(A + ´A) = κ(A):

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_t ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÎÄÅËÓ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_t(x; ) ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ðäï A_t. çÏÍÏÔÏÐÉÉ ðäï A_t ÏÔ- ŒÅÞÁÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ff_t (0 ≤ t ≤ 1) ÉÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. üÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÏ ÇÌÁÄËÉÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÁÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÁ ff_0 É ff_1, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ff_t (0 ≤ t ≤ 1). úÄÅÓØ ff_t(x; ) { ÜÔÏ ŒÓÀÄÕ ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÉÌÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÎÁ S^∗M , ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ (t; x; ). âÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

2. éÎÄÅËÓÙ ðäï A_0 É A_1 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ff_t(x; ) ÍÏÖÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ ÇÌÁÄ- ËÉÍÉ ÐÏ (x; ), ÐÏÜÔÏÍÕ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ ÆÕÎË- ÃÉÉ ff_t(x; ) ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÏ (x; ). çÌÁÄËÏÍÕ ÇÌÁŒÎÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ ff_t ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï.

ðäï ÎÁ M ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ A = N∑ j ’_j A_j _j·; (6)

ÇÄÅ j-Å ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ j-Ê ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ’_j (x) É _j(x) { ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É A_j { ðäï Œ R^n Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

A_t = N∑ 1 ’_j (x)A_{j;t} _j (x);

ÇÄÅ A_{j;t} { ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ðäï Œ R^n Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÐÏ t ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ. éÈ ÍÌÁÄÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÎÅ ŒÌÉÑÀÔ ÎÁ ÉÎÄÅËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, É ÍÙ ÈÏÔÉÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÜÔÉÍ É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ t Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ t_0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

κ(A_t) = κ(A_{t0} ):

îÁ ÌÅËÃÉÉ 7 Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÄÌÑ ðäï A ÐÏÒÑÄËÁ 0 Œ R^n ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ- ŒÌÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ ‖Au‖_0 ≤ (M_A + ")‖u‖_0 + C_”‖u‖_{−1};

ÇÄÅ M_A { ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÏÄÕÌÑ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ É " { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÔÅÍ ÔÁÍ ÖÅ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅÒÎÁ ÏÃÅÎËÁ

‖Au‖_0 ≤ C_1‖u‖_0 + C_2‖u‖_{−1};

ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÐÏÒÑÄËÁ −∞, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

‖(A − T )u‖_0 ≤ (ó_1 + ")‖u‖_0:

éÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅ ÎÁÚÏŒÅÍ ÌÅÍ- ÍÏÊ:

2. äÌÑ ðäï A ÐÏÒÑÄËÁ 0 Œ R^n É ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T = T_” ÐÏÒÑÄËÁ −∞, ÞÔÏ

‖(A − T )u‖_0 ≤ (M_A + ")‖u‖_0: (7)

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ðäï A ÕÖÅ ÎÁ M ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6), ÍÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÄÏÂÁ- ŒÏÞÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ C ÓÐÒÁŒÁ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T − T_” ÎÁ M ÐÏÒÑÄËÁ −∞, ÞÔÏ ‖(A − T )u‖_0 ≤ C(M_A + ")‖u‖_0: (8)

(íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ É ÎÅ ÎÕÖÅÎ.) ðÕÓÔØ t_0 { ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ [0; 1], B { ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÄÌÑ A_{t0} É ‹ > 0 ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ |t − t_0| < ‹

max |ff_t(x; ) − ff_{t0} (x; )| < 1 3C‖B‖ :

æÉËÓÉÒÕÑ t ÉÚ ‹-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ t_0 É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2, ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÐÏÒÑÄËÁ −∞, ÞÔÏ

‖A_t − A_{t0} − T ‖ < 2 3‖B‖ : ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1

κ(A_t) = κ(A_t − T ) = κ(A_{t0} );

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

íÙ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S^∗M Œ C \ {0} ÉÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÍŒÏÌÙ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ðäï ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÔÁË ËÁË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÍÏÖÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ ÇÌÁÄËÉÍ), É ÉÎÄÅËÓÙ ŒÓÅÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ðäï Œ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ðäï ÚÁÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

þÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ ÄŒÕÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ËÌÁÓÓÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÂÙÌÏ ÑÓÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÉÎÄÅËÓÁ. îÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ËÌÁÓÓÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ. äÒÕÇÏÅ ÄÅÌÏ { Œ ËÌÁÓÓÅ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÌÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ S^∗M . éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ É ÓÔÉÍÕÌÉÒÏŒÁÌÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ðäï Œ ÎÁÞÁÌÅ 60-È ÇÇ. á ÚÁÔÅÍ ÂÙÓÔÒÏ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ŒÓÀÄÕ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ` { (ÇÌÁÄËÁÑ) ÇÒÁÎÉÃÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ R^{n+1} É A { ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ ÉÌÉ ÄÌÑ ÓÉÌØÎÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÅ ÎÁ ` { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï (ÐÏÒÑÄËÁ −1). éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ ðäï, ÍÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ.

éÎÄÅËÓ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðäï Œ ÄÁÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ðäï ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï, ÔÁË ËÁË Õ ÔÁËÉÈ ðäï ÉÎÄÅËÓ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

îÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÑ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ áÔØÉ{úÉÎÇÅÒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÕÌÀ. üÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ áÔØÉ{úÉÎÇÅÒÁ, ÎÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÐÒÏÝÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. œÏÔ ÏÎÉ.

1. ðÕÓÔØ M { ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ R^{n+1}. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌ- ÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ðäï ÎÁ M c ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ N × N ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÎÄÅËÓ, ÅÓÌÉ N < n.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ ðäï, ÅÓÌÉ dim M ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2. ðÒÉ n = 1, Ô.Å. ËÏÇÄÁ M { ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË, É ÍÙ ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ ÓÕÍÅÅÍ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÏÂÓÕÄÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÜÌÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðäï ÎÁ ËÒÉŒÏÊ.

2. äÌÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÕÌÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏÂÙ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍ- ŒÏÌ ÏÂÌÁÄÁÌ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ff(x; −) = ff(x)ff(x; );

ÇÄÅ ff(x) { ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÉÌÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ), ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðäï ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÏÂÛÉÒÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ðäï, ÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÉÈ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ. ðÁÒÁÍÅÔÒ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÕÇÌÅ (ÓÅËÔÏÒÅ) ~ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ – ∈ ~ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.