ìÅËÃÉÑ 5

3. æÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðäï A: ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ R_A(˘) = (A − ˘I)^{−1}, ÓÔÅÐÅÎØ A^z ,\ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ" ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ e^{−tA}. ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÈ ÜÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÑÄÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÂÏÇÁÔÅÊÛÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÑÄÅÒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙŒÅÓÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÁÕÂÅÒÏŒÙÈ ÔÅ- ÏÒÅÍ. îÏ ŒÙÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÍÁÓÓÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÅÒÅÚ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ (ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÙ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ): ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑÈ ÑÄÒÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ É ÑÄÒÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÐÏÌÀÓÙ \ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ" É ŒÙÞÅÔÙ Œ ÎÉÈ. ëÒÁÔËÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁÔÒÏÎÕÔÁ ÔÁËÖÅ \ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ" ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ e^{itA}.

îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

1. . ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H c ÐÌÏÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. (íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.) ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÚÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ æ(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÏÌÕÏÓØ R_− É Œ ÅÅ ÔÏÞËÁÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ R_A(˘) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

‖R_A(˘)‖ ≤ C(1 + |˘|)^{−1} (1)

Ó ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ˘ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C. œÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÒÁÓÎÏÓÅÌØÓËÏÇÏ{ óÏÂÏÌÅŒÓËÏÇÏ (1959).

íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ~ { ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. âÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ R_− ÅÇÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ~-ÐÏÚÉÔÉŒÅÎ, ÅÓÌÉ æ(A) ⊃ ~ É Œ ~ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1). óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ~-ÐÏÚÉÔÉŒÅÎ Œ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ˘_0 ¿ 0, ÞÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ ÕÇÌÁ ~ Ó |˘| ≥ ˘_0 É ÔÁÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1). åÓÌÉ ~ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÔŒÏÒ 2’, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ~ = ~(’).

ôÁË ËÁË ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ~-ÐÏÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ O_” ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ, ËÏ- ÎÅÞÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÉÄÁ (1). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ~-ÐÏÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ~_1-ÐÏÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ, ÇÄÅ ~_1 { ÕÇÏÌ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÓ- ÔŒÏÒÁ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÉÄÁ

R(˘ + ´˘) = R(˘)[I − ´˘R(˘)]^{−1}: (2)

(íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ÌÕÞÅÊ, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ ŒÉÄÁ (1), ÏÔËÒÙÔÏ.) ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ, ÉÍÅÑ ÕÇÏÌ Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ, ÉÄÕÝÅÊ ŒÄÏÌØ R_−, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ ŒÉÄÁ (1), ÅÇÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÓÄŒÉÇÏÍ ŒÐÒÁŒÏ.

åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ~-ÐÏÚÉÔÉŒÅÎ Œ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A + cI ~-ÐÏÚÉÔÉŒÅÎ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ c ¿ 0. ðÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ c ÎÅ 1

ÍÅÛÁÅÔ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ: ŒÅÓØ ÓÐÅËÔÒ ÓÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ c ŒÐÒÁŒÏ.

âÌÉÖÁÊÛÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ðäï { ðäï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ Œ ~. ïÎÉ ~-ÐÏÚÉÔÉŒÎÙ Œ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. üÔÏ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ.

åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A { ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ É ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ÏÎ ~(’)- ÐÏÚÉÔÉŒÅÎ Œ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ’ ¡ ß. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÁ 1=d(˘), ÇÄÅ d(˘) { ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ˘ ÄÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ {e_j }^∞_1 { ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ˘_j { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ Œ ÔÏÞËÁÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

R_A(˘)f = ∑ (˘ − ˘_j)^{−1}(f; e_j )e_j (3)

É Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ

‖R_A(˘)f‖^2 = ∑ |˘ − ˘_j |^{−2}|(f; e_j)|^2 ≤ sup |˘ − ˘_j |^{−2}‖f‖^2: (4)

åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÐÏÚÉÔÉŒÎÏ- ÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ e^{i`}. ïÎ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ.

. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÕÂÙŒÁÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÙÓÔÒÅÅ |˘|^{−1}. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. éÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÐÌÏÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

1. (áÇÍÏÎ, 1965.) ðÕÓÔØ {˘_n} (n = 1; 2; : : :) { ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË Œ æ(A), ÞÔÏ

|˘_n| → ∞ É ‖R_A(˘_n)‖ ≤ C_1|˘_n|^{−1}: (5)

ôÏÇÄÁ C_1 ≥ 1.

. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ C_1 ¡ 1. ðÏÌÏÖÉÍ

” = (C^{−1}_1 − 1)=2: (6)

ôÏÇÄÁ

C_1 = 1 1 + 2”

; (7)

É ÅÓÌÉ ˘ = ˘_n + ´˘; ÇÄÅ|´˘| ≤ (1 + ”)|˘_n|; (8) ÔÏ |´˘|‖R_A(˘_n)‖ ¡

1 + ” 1 + 2”

¡ 1 (9)

É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ R_A(˘) = (I − ´˘R_A(˘_n))^{−1}R_A(˘_n); (10)

ÐÒÉÞÅÍ ‖R_A(˘)‖ ≤ 1 1 −^{1+”}_{1+2”} 1 1 + 2” 1 |˘_n| = 1 ”|˘_n|

: (11)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ

|˘| ¡ (1 + ”)|˘_n| − |˘_n| = ”|˘_n|: (12)

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (11) ÐÒÉ n → ∞ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ R_A(˘) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ ˘, ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. úÎÁÞÉÔ, C_1 ≥ 1. □

2. . ðÕÓÔØ 0 ¡ ¡ ß É ffi { ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. þÅÒÅÚ ` = `(ffi; ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÎÔÕÒ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÌÕÞÅÊ {˘ : arg(˘ − ffi) = ±} c ÏÂÈÏÄÏÍ ÓÎÉÚÕ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÕ ffi É ÄÁÌÅÅ Œ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÓÔØ ŒŒÅÒÈ. üÔÏÔ ËÏÎÔÕÒ ÄÅÌÉÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ Ë ÎÅÍÕ ÞÁÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅËÔÏÒÙ ÌÅŒÅÅ ËÏÎÔÕÒÁ É ÐÒÁŒÅÅ ÅÇÏ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÔÒÉ ËÏÎÔÕÒÁ `(ffi_0; ), `(ffi; ) É `(ffi_1; ) c ffi_0 ¡ ffi ¡ ffi_1. ïÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÓÄŒÉÇÏÍ ŒÄÏÌØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.

ðÕÓÔØ ˘(˘) { ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÐÒÁŒÅÅ ËÏÎÔÕÒÁ `(ffi_0; ) (0 ¡ ¡ ß) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÁÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

|˘(˘)| ≤ C_1(1 + |˘|)^{−h} (13)

c ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ h. ðÒÉ ffi_0 ¡ ffi Œ ÔÏÞËÁÈ ÓÅËÔÏÒÁ ÐÒÁŒÅÅ ËÏÎÔÕÒÁ `(; ffi) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ ŒÉÄÁ

˘(¯) = (2ßi)^{−1} ∫ �(ffi;)

˘(˘)(¯ − ˘)^{−1}d˘; (14)

ÔÁË ËÁË ÜÔÏÔ ËÏÎÔÕÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ¯.

ðÏ ÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚÃÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘(A) ÏÔ ÐÏÚÉÔÉŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÕÓÔØ ffi ¡ ffi_1 É ÓÅËÔÏÒ ÌÅŒÅÅ ËÏÎÔÕÒÁ `(ffi_1; ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, É ÐÕÓÔØ Œ ÎÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1). ðÏÌÁÇÁÅÍ

˘(A) = (2ßi)^{−1} ∫ �(ffi;)

˘(˘)R_A(˘) d˘ (15)

ôÁË ËÁË ffi_0 ¡ ffi ¡ ffi_1, ÔÏ ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÏÂÅ ÏÃÅÎËÉ (1) É (13). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ: ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÎÏÒÍÙ Œ H, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ { ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÔÏÖÅ ÐÏ ÎÏÒÍÅ Œ H.

åÓÌÉ A { ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, ÔÏ ˘(A) { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ, ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÙ, Á ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. œ ÏÂÝÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˘(A) ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎ: ÅÇÏ ÎÏÒÍÁ ÌÅÇËÏ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ (1) É (13) (ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÁÍÉ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A { ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ É ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {e_j}^∞_1 ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, É ÐÕÓÔØ ˘_j { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ

ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(A). æÕÎËÃÉÀ ˘(˘) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ˘_j. ðÏÌÁÇÁÅÍ

˘(A)f = ∞∑ j=1 ˘(˘_j )(f; e_j )e_j : (16)

üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÅÓÌÉ {˘(˘_j )} { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ- ÎÏÊ ÎÏÒÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ { ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ). åÓÌÉ ÖÅ {˘(˘_j)} { ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˘(A) ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

‖˘(A)f‖^2 = ∞∑ j=1 |˘(˘_j)|^2|(f; e_j )|^2 ¡ ∞: (17)

ïÐÅÒÁÔÏÒ ˘(A) ÎÏÒÍÁÌÅÎ, ÔÁË ËÁË ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_j } ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ˘(˘_j ) { ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (15) É (16), ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ˘(˘) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (13) ÐÒÉ | arg ˘| ≤ ff, É ÐÕÓÔØ A { ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ {˘_j}, ÌÅÖÁÝÉÍ ŒÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ, É ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ (ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ˘_j ) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_j . ôÏÇÄÁ

(A − ˘I)^{−1}e_j = (˘_j − ˘)^{−1}e_j ;

ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (15) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

˘(A)e_j = (2ßi)^{−1} ∫ �(0;ff)

˘(˘)(˘_j − ˘)^{−1}d˘ e_j = ˘(˘_j)e_j ;

Á ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (16).

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ (16) ÆÏÒÍÕÌÁ (15), ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ˘(A).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÕÎËÃÉÊ ˘_1(˘), ˘_2(˘) É ˘_3(˘) = ˘_1(˘)˘_2(˘).

2. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ˘_1(A), ˘_2(A) É ˘_3(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ŒÉÄÁ (15) ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ËÏÎÔÕÒÏÍ `_{ffi;}. ôÏÇÄÁ

˘_1(A)˘_2(A) = ˘_3(A): (18)

. íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ R = R_A:

R(˘) − R(¯) = (˘ − ¯)R(˘)R(¯): (19)

äÌÑ ÅÇÏ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ (A − ¯I) − (A − ˘I) ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ.

ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˘_1(A) ÚÁÄÁÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (15) Ó ËÏÎÔÕÒÏÍ ` = `(ffi; ), Á ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ ˘_2(A) { ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ó ËÏÎÔÕÒÏÍ `^′ = `(ffi^′; ), ÇÄÅ ffi^′ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ffi. ôÏÇÄÁ

˘_1(A)˘_2(A) = (2ßi)^{−2} ∫ � ˘_1(˘)R(˘) d˘ ∫ �^′

˘_2(¯) d¯ ˘ −¯

+ (2ßi)^{−2} ∫ �^′

˘_2(¯)R(¯) d¯ ∫ � ˘_1(˘) d˘ ¯ −˘

= ˘_3(A);

ÔÁË ËÁË ∫ �^′

˘_2(¯) d¯ ˘ −¯

= 0 (˘ ∈ `); (2ßi)^{−1} ∫ � ˘_1(˘) d˘ ¯ −˘

= ˘_1(¯) (¯ ∈ `^′): □

ëÒÏÍÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ˘_1(A)˘_2(A), ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ˘_1(˘_2(A)), ÎÏ ÉÈ ÐÒÏÝÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

3. . ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ~(’)-ÐÏÚÉÔÉŒÅÎ É ` = `(ffi; ), ÇÄÅ ß − ’ ¡ ¡ ß É ffi { ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÎÔÕÒ ÌÅÖÉÔ Œ æ(A). ðÒÉ Re z ¡ 0 ÐÏÌÁÇÁÅÍ A^z = (2ßi)^{−1} ∫ � ˘^zR_A(˘) d˘; (20) ÇÄÅ ˘^z = exp[z(ln |˘| + i arg ˘)]; −ß ¡ arg ˘ ≤ ß: (21)

üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (15). éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ŒÙÔÅËÁÅÔ

3. ðÒÉ Re z_1 ¡ 0, Re z_2 ¡ 0

A^{z1} A^{z2} = A^{z1+z2} = A^{z2} A^{z1} : (22)

. úÁÂÅÇÁÑ ŒÐÅÒÅÄ (ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒËÉ), ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A { (ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ŒÄÏÌØ R_−) ðäï ÐÏÒÑÄËÁ m ¿ 0 c ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_0(x; ¸), ÔÏ A^z { ðäï ÐÏÒÑÄËÁ m| Re z| c ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_0(x; ¸)^z (Seeley, 1967). îÏ ÍÙ ÐÒÏÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÔÁË ËÁË ÞÁÓÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÕÖÎÙ Œ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.

œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ 0 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A; ÜÔÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ.

ðÕÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ (20) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ ËÏÎÔÕÒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÉÄÕÝÉÈ ŒÄÏÌØ R_− ÌÕÞÅÊ |{˘ : |˘| ≥ ffi; arg ˘ = ±ß} É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÉÈ ËÏÎÃÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ {˘ : |˘| = ffi; | arg ˘| ≤ ß} c ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÂÈÏÄÁ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. üÔÏÔ ËÏÎÔÕÒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `_ffi.

åÓÌÉ −1 ¡ Re z ¡ 0, ÔÏ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÐÏ `_ffi ŒÍÅÓÔÏ ` ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ ffi → 0 (ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÎÕÌÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ) É ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ |˘| = t ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

A^z = − sin zß ß ∫_∞ 0 t^zR_A(−t)dt (−1 ¡ Re z ¡ 0); (23)

ÔÁË ËÁË sin ßz = (e^{ißz} − e^{−ißz} )=2i.

åÓÌÉ z = −k, ÇÄÅ k ∈ N, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ŒÈÏÄÑÝÉÍ Œ `_ffi ÌÕÞÁÍ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

A^{−k} = (2ßi)^{−1} ∫ |z|=ffi ˘^{−k}R_A(˘) d˘: (24)

4. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k ÏÐÅÒÁÔÏÒ (24) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë A^k. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ (22) ÜÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ k = 1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A ∫ |z|=ffi ˘^{−1}R(˘) d˘ = ∫ |z|=ffi ˘^{−1}d˘ I + ∫ |z|=ffi R(˘) d˘ = 2ßiI;

ÔÁË ËÁË ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D(A) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ∫ |z|=ffi ˘^{−1}R(˘) d˘ · A = 2ßiI: □